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ПРЕДИСЛОВИЕ. 

Основанием этого курса служат лекции, читанные мною в 
Ленинградском университете в 1921/22 и 1928/29 годах, а 
также лекции, прочитанные мною там же небольшому кружку 
студентов весною 1931 года, на которых было изложено содержа
ние последних трех глав почти в том виде,в каком они находятся 
в курсе. 

Он отличается от имеющихся соответственных полных курсов, 
например от курса Гурса „Leçons sur l'intégration des équations 
aux dérivées  partielles du premier ordre", главным образом следую
щими особенностями: 

1) Теория полного интеграла Лагранжа с самого начала тесно 
-связывается с теорией характеристических линий в случае одного 
уравнения и характеристических многообразий в случае системы. 
Вследствие этого изложение отдельных методов интегрирования 
приобретает общее основание, и кажущиеся при некоторых спо
собах подхода к их изложению различия в них в значительной 

£ мере сглаживаются, примером чего могут служить § 118, 119 
и 121. 

2) Большое значение приписано задаче Коши, исследование 
которой везде, где она встречается, проводится с возможной пол
нотой, с разбором случаев, когда задача не имеет определенного 
решения, и с указанием, как находить все решения, когда их мно
жество; таковы § 18, 45, 119 и вся глава седьмая. 

При постановке задачи о нахождении всех решений, удовлетво
ряющих данным условиям, вопросы, связанные с нахождением 
особенных решений, имеют некоторое значение, и потому им уде
лено достаточное внимание; таковы, например, в теории линейных 
уравнений § 19 и 47. 

3) Вторая метода Якоби, которой посвящена глава д е с я т а я , 
изложена полностью с указанием приемов, которые npjr фбычном 
изложении оказываются исключенными; примером неправильного 
подхода к изложению может служить конец § 63 указанного\выше 
курса Гурса в его первом издании. 

*i~ Изложение второй методы Якоби, а также методы А. Н. Кор-
кина, потребовало внесения некоторых подробностей об интегралах 
С. Ли, которые и находятся в главе одиннадцатой. 

Специальных теорем существования в этом курсе мы не уста
навливаем: пока речь идет об уравнениях пеового порядка, можно 
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довольствоваться теоремами, установленными в курсе обыкновен
ных уравнений. 

При составлении курса мы старались включить в него и резуль
таты, внесенные в теорию русскими учеными; главным из таких 
результатов являются пополнения методы Якоби, которыми мы 
обязаны Н. Н. Салтыкову и Г. В. Пфейфферу: им посвящена почти 
вся десятая глава; мы указываем, далее, в § 112 на прием отде
ления переменных В. Г. Имшенецкого и много места уделяем ме
тоде А. Н- Коркина, которая дается впервые в исправленном виде 
в главе одиннадцатой, хотя неполнота методы мною замечена еще 
в 1922 году и тогда же разобрана в докладе Ленинградскому 
физико-математическому обществу; результатов моих исследова
ний я до сих пор не опубликовывал. 

Курс разделен на две части и одиннадцать глав, содержание кото
рых довольно ясно из приложенного оглавления, причем курсу пред
послано введение, цель которого — восстановить в памяти учащегося 
необходимые сведения из теории обыкновенных уравнений, а также 
установить терминологию, принятую в остальном курсе. 

Первая часть является замкнутым целым, дающим теорию ли
нейных уравнений, и может служить пособием для отдельного 
такого курса. В некоторых местах, как например в § 37 и 38, 
изложение более подробно, чем того требует собственно теория 
линейных уравнений, что вызвано желанием избежать в дальнейшем 
повторения простых выкладок. Глава четвертая, служащая введе
нием в теорию систем нелинейных уравнений, построенную на изу
чении решения системы § 118, является вместе с тем необходимым 
и естественным завершением теории линейных уравнений. 

Во второй части, глава шестая, о первой методе Якоби, и с е д ь 
мая, о методе Коши, тесно связаны с содержанием вводной пятой 
главы о полном интеграле Лагранжа, и при принятом изложении 
ни одна из них не может быть отделена от этой последней, так же 
как и от другой, как видно из сказанного в § 79; что же касается 
главы восьмой, то она служит только введением в теорию систем 
уравнений, являясь как бы первым концентром этой теории. В ней 
даны основные определения, и если в § 106—109 и разобраны 
обычные методы интегрирования систем, то с исключительной 
целью сохранения за главой девятой, посвященной их теории, 
более цельного характера. 

Метода Лагранжа—Шарпи, наиболее удобная при интегрировании 
одного уравнения с двумя независимыми переменными, помещена 
здесь в § 104 потому, что только после данных в начале главы 
определений можно дать ее изложение, не прибегая к установлению 
преждевременно новых понятий. 

Содержанием последних трех глав можно считать покрытой 
всю теорию нелинейных уравнений. Изложенное в главе шестой и Г" 
седьмой является частным случаем сказанного в § 119 и 121. При 
достаточном математическом развитии содержание этих глав может 
быть усвоено при знакомстве с одной первой частью курса. При 
систематическом изложении начинающим студентам трудно обой-
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тись без изучения первых четырех глав второй части, но при 
повторении курса представляется возможным ограничить себя 
изложением содержания указанных глав, что достигается по про
деланному мною опыту, о котором я упоминал вначале, в 16 часо
вых лекциях. 

Читая обычный курс студентам-математикам, можно не касаться 
содержания § 18, 45, 75 и 96, связанных с ними примеров и всего 
изложенного в последних параграфах, начиная с § 130, упростив 
также изложение содержания главы восьмой предположением, что 
уравнения системы не зависят от неизвестной функции. В этом 
случае, конечно, § 110 должен быть изложен перед § 106 и глава 
третья значительно сокращена. Курс в полном объеме мог бы быть 
указан только для занятий аспирантов; вопросы, вошедшие в этот 
курс, граничат уже с теми, которые могут служить темой для само
стоятельных занятий. 

В более сжатом курсе для студентов университета, не специа
лизировавшихся по математике, мною, кроме того, опускались § 19 
и 47, посвященные особенным решениям, из главы третьей сохра
нялся фактически только § 42, опускались последние четыре 
параграфа главы четвертой, чрезвычайно сокращалась глава седь
мая, причем метода Коши излагалась на основании сказанного 
в § 86, 87, 88 и 89; опускались пять последних параграфов главы 
девятой и из главы десятой сохранялись только первые три пара
графа при указании, что метода нуждается иногда в изменениях, 
сводящихся к подобающему выбору решений системы линейных 
уравнений, связанной с данной. 

Н. Гюнтер 
17 марта 1933 года. 
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ВВЕДЕНИЕ. 

НЕКОТОРЫЕ ТЕОРЕМЫ ИЗ ТЕОРИИ СИСТЕМ ОБЫКНОВЕННЫХ 
УРАВНЕНИЙ. 

1. Существование решений у системы уравнений. Положим 
дана система уравнений 

dx, 
dx dx — r « - i ' (I) 

в которой функции 
Л . • Рн-г (1) 

зависят от независимого переменного х и неизвестных функций 
хх, х2,. .., хп_у 

Положим, что начальные значения х и дг,, х „ , х п _ и равные 
„(0) J » ) JO) ..(0) х , xl , х2 ,. . ., xn_lf (2) 

выбраны так, что функции (1) разложимы в ряды по возрастающим 
степеням разностей 

(0) 
х — ЛГ , X, 

(0) (О) 
' Х-у , Л*2 -*"*з )• 

J » ) 
Si -Г 

Тогда, как известно, система (I) имеет решение, в котором функции 

равны числам 
x v x v • •> х п - 1 

JO) (0) (0) 
л \ I л 2 ' - - " > "Sí—  1 ' 

(0) 
когда х = х ; при этом, в этом решении х1У х2,. . ., хп_х разложимы 

СО) 
в ряды по возрастающим степеням разности л: — х , это решение 
единственное и не особенное. 

Положим 
х = с о / (0) (0) (0) (0) , 

I (0) (0) I") («} х 

это решение. По условию имеем: 
J ° ) J0) J0) 

(А*) 

=9 (ХК) X[V> XW XW XW) (0) j ° h = j o 
-*1 

в (л: ( 0 ) Л - ( 0 ) хт хт хт) = хт .(О) J0) ГОК 

(3) 
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При этом ур-ия (А*) разрешимы относительно л-^, 
и это решение их приводит к формулам ') 

(0) 

(0) / ДГ1 = ? 1 (х1г .X,,. 
(0К 

• I х п — V ' Х I 

X ..1°.' 
п-1 ' 'п — 1 

х > Х ) 

(В*) 

Вследствие (3) правые части формул (В*) таковы, что имеем то
жественно: 

<?1 (х1> Х2 ' » - 1 » 

/ |0) (о)ч 

2. Собрание общих решений и собрание интегралов. Положим, 
что, занимаясь системой (I), мы составили каким-нибудь образом 
собрание из п—1 уравнений, связывающих независимую пере
менную х и неизвестные функции хи х%,- • •, хп_х с п — 1 произ
вольными постоянными Сг, С 2 , - • ., Сп_х\ 

(-̂ 1. *:>•••> хп_х, X, С 1 ( С 2 , . . . , С , _ , ) = 0 

4) 

^ „ _ 1 (Л"ц Хо. . . . , -*• '„_! , А', С-1, Со, • • . , Сп_1) 0 

причем это собрание удовлетворяет трем условиям: 

(5) 

3) Чтобы пояснить последнее обстоятельство, рассмотрим случай одного урав
нения 

(«) 

Положим 

(р) 

его решение. Кривая ({3) проходит через точку (х^°\ х^). Перейдем по кривой ((3) 
, 1Ш Ш . / (1) (1)\ 

из точки , д-̂  ) в какую-нибудь другую точку д̂: , д^ ) на ней, достаточно 

близкую к точке (х^°\ дг^°'). Мы будем иметь: , (0) ГО) (1). 

Равенство 

Х1=9(х{р,х{1),х) (7) 

определяет решение уравнения (а), в котором кривая проходит черев точку 
(х^\ х^). Так как у уравнения (а) только одно такое решение, кривая ('/) не отлична 



§ 2. Собрание общих решений 13 

во-первых, оно разрешимо относительно хи 

.*! = <!», (х, С,, С.,,. . ., С„_ , ) 

Л' С",, Со. . ., С и _ ! ) ; 
и — 1 

(А) 

во-вторых, дгг, д т 2 , * п _ 1 » найденные таким ^образом, при всяком 
выборе постоянных Си Сг, • • Сп_х, образуют решение системы (I); 
в-третьих, собрание (5) разрешимо относительно Си С 2 , . . . , Сп_1: 

С\ — 1̂ {х±, Хп,..., х ) 1 _ ^ х) 

(В) 

Собрание (5), так же как и собрание (А), мы будем называть со
бранием общих решений системы (I); собрание (В) мы будем назы
вать собранием интегралов системы (I), а каждое его отдельное 
равенство интегралом системы (I). 

Собрания (А*) и (В*) также собрания общих решений и инте
гралов системы (I); в них роль произвольных постоянных испол-

(0) (0) (0) ^ 
няют начальные значения , х\ хп_х неизвестных функции. 
Их специальные свойства, выделяющие их из разнообразных со
браний (А) и (В), соответствующих системе (I), характеризуются 
равенствами (3) и (4). Собрание (А*) мы будем называть собра-

ь нием общих решений Коши, а собрание (В*) собранием интегралов 
•"'Коши. 

Когда составлено какое-нибудь собрание (А) или (В), преоб
разование его в собрание Коши не представляет затруднений. 
Все сводится к определению подобающим образом постоянных 
Си Со,. -, С „ _ г Положив 

„(») „(<» .(О) 

>(0) •Л {хЩ хф) 

Ы — 1> х:: „ л- (0 )) 

(6) 

от кривой (р), и перемещаясь по ней, мы можем вернуться в точку а ,*^) . 
Значит справедливо равенство 

= Т ( ^ , л - ( 1 ) , ^ ) -

Так как точка {х^\.х^) была выбрана произвольно, для всех точек (х, на 
кривой (¡3), справедливо равенство: 

= <Р (-VI, х, х-'), 

что и требовалось доказать. 
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и заменяя в (А) Си С , , . . . , Сп_1 через С°\ С < 0 ) , . . . , С ^ _ р 

получим собрание 
мы 

л- = ф (у Г ( 0 ) Г ( 0 ) Г[0) "> 

которое не отлично от собрания (А*). 
Действительно, так как уравнения (В) могут быть составлены 

решением собрания (А) относительно Си С о , . . . , Сп_1, мы имеем 
тожественно: 

Ф, (х, . . ., ^ х„ (г = 1, Г , . . . , п - 1), 
и, значит, вследствие (б): 

« М Л су, с ^ - . - . с ^ , ) - . ^ . 

3. Преобразование системы в симметрическую. Умножая каждую 
из функций Ри. . ., / э

г е _ 1 на одну и ту же функцию X и положив 

Хх = РуХ, Х2 = Рч X,. . . , Х п _ х — Рп_х X, 

мы можем системе (1) дать вид: 

<1х, Х1 (1хй Хо ^ х

п - \ * п - \ 

с/л- X ' <Ьс X " '* с/л- ~ X 
или вид 

с/*! (1х^ с1х . с/л-

(7) 

(I') 
^1 ^2 ^ « - 1 ^ 

Про функции Х и Хо, - • ., Х п _ и X мы будем предполагать, что они 
разложимы в ряды по возрастающим степеням 

(0) _ (0) (0) 
X X , Х± Х% 

Чтобы к системе (Г) можно было приложить сказанное в § 1, до
статочно, чтобы значение X было отлично от нуля при 

(0) (0) ^ (0) 
х х , хх хх хп_1 хп_х. 

4. Об одном свойстве интегралов системы. Укажем теперь на 
одно свойство правых частей собрания интегралов (В). 

Т е о р е м а . Каждая из функций 
о. . . (8) 

стоящих в правых частях уравнений собрания (В), е с т ь решение 
уравнения 
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Если мы в собрании (В) заменим х1г х2,...,Хп_1 их Значениями,, 
взятыми из собрания (А), то мы получим тожества. Следовательно, 
считая, что в некоторой функции аргументы хи л 2 , . . . , хп_1 за
менены их значениями (А), мы имеем в «Ь, постоянную и ее диф
ференциал равен нулю, т. е. 

+ . . - + 4 ^ ^ + ^ х = 0. (9) дх, 1 ' дх.2

 2 1 •'" ' дхп_, «-1 1 дх 

Но если л-,, х 2 , в з я т ы из собрания (А), они удовлетво
ряют системе (Г) и, значит, дифференциалы 

с/х,, с / л : 2 , < 1 х п _ х , с1х 
пропорциональны функциям 

^ 1 , -Л 'о , . . . , Хп_х, X. 

Пользуясь этим, из равенства (9) получаем 

Равенство (10) кажется устанавливающим зависимость между функ
циями х . г , . . . , хп_г, определенными собранием ^А). 

Но так как оно не содержит 
С\> . -з Сп_1, (11) 

то предположение, что оно не тожество, а зависимость между хх 

х%,..., хп_1г говорило бы, что из уравнений (А) можно исключить 
постоянные (11), а последнее невозможно, так как из уравнений (А) 

в^можно найти эти постоянные. Итак равенство (10) тожество и мы 
имеем, что 

Х ^ + Х . 2 - р - + . . . + Х п у р — ^ Х ^ - ^ 0 , (12) 1 дх1 дх-2 1 1 " - 1 дхп_х Ох 

т. е. что результат замены г через ^ обращает уравнение (II) 
в тожество, т. е. что ^1 есть решение уравнения (II), что и тре
бовалось доказать. 

Итак, составив собрание интегралов системы (I), мы тем самым 
найдем п — 1 решений уравнения (И). 

Отметим, что какова бы ни была функция ю, тожество 
»(<Г1, <!»„_,) ^ 0 (*), (13> 

в котором 0 (х) некоторая функция от одного х, невозможно. Такое 
тожество говорило бы, что из уравнений (В) можно исключить 
хи х2, хп_1г но такое предположение невозможно, так как из 
урав^гений (В) можно найти хи х2,---, ха__х и образовать собра
ние (А). 

Поэтому найденные решения 
<Ь> Ф 2 , . . . . Ф л _! (8) 

• уравнения (II) можно назвать алгебраически независимыми. 
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5. Две основные теоремы. В заключение докажем две теоремы. 
Т е о р е м а I. Какова бы ни была функция ш от п — 1 аргу

ментов, функция 
Ф = » ( < г „ * о , . . . , ф п_1) (14) 

есть решение уравнения (И). 
Дифференцируя функцию (14) по хи хй,..., хп_1, х, получаем 

1 = п — 1 г = п — I 

г — 11 

.. дх* '' 
= 1 1=1 

г — 11 

/ | дЬ{ дх 
г—-1 

Умножая полученные равенства последовательно на Хх, Х^, • 
-Хп_х, X и складывая их, получаем: 

^ " Ж Г + * 2 ~ ^ Г + • ' ' + Х п ~ 1 д х ^ + * ~дх~ 
i=n — \ 

2 
»=1 

Но на основании тожеств (12) каждое слагаемое в правой части 
последнего равенства тожественно равно нулю, а это говорит, что 
^ действительно решение уравнения (II). 

Т е о р е м а И. Если <!> некоторое решение уравнения (И), то 
существует функция из от п — 1 аргументов такая, что 

Е С Л И й решение уравнения (II), то 

Присоединим к тожеству (15) тожества (12), говорящие, что функции 
(8) есть решения уравнения (II): 

*-&+*-£+-+*.-.^-+*-&--<» 

у | у ^ « - 1 I , у ^ „ - ! , ^ » - 1 _ П , о Ч 
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Уравнения (15), (8^, ( 8 2 ) , . . ( 8 п _ г ) образуют систему из п одно
родных уравнений с неизвестными 

Х1Г Х%,. ..., Хп_х, X, 

из которых X не нуль; отлично от нуля, именно, даже его началь
ное значение. Но система из п однородных уравнений с п неиз
вестными может иметь решение, в котором не все неизвестные 
одновременно равны нулю, только тогда, когда определитель из 
ее коэффициентов нуль. Значит 

dé dé 
дх^ ' дх2 

dé  
дх 

дх, ' 
dé dé 

дх2 дх„ дх 

= 0. (16) 

Определитель в левой части последнего равенства есть якобиан 
функций <|», é u é.,,..., &n_l по всем их аргументам. Равенство его 
нулю говорит, что эти функции связаны зависимостью: 

Q (Ф, Фв.--., Фл_1> = 0. (17) 
Ч Ч ч В определителе (16) не все миноры элементов первой строки 
N dé 
. равны нулю; отличен от нуля именно минор элемента ' ; он pa
i r 
, вен якобиану функций é l7 é 2,...t ф п _ 1 по аргументам х и х ъ . . . , 
ч хп_х и равенство его нулю говорило бы, что из системы (В) 

нельзя найти этих последних аргументов. Значит, как вытекает 
из самого доказательства теоремы об якобиане, которою мы 
теперь пользуемся, из зависимости (17) можно найти é и написать 

4 = <о (<J»lf ф а > . . . , ф я _ 1 ) , 
что и требовалось доказать. 

' - .г- • : - : - 1 М А Я 
£ : ' ' -_лн, . Ч Е С К А Я 

--s- ^ Г ^ Т 1 / ! Ё Н А С С С Р - • 

*>4 

2 Н. Гюптер. 



ЧАСТЬ ПЕРВАЯ. 

ЛИНЕЙНЫЕ УРАВНЕНИЯ В ЧАСТНЫХ ПРОИЗВОДНЫХ И СИСТЕМЫ 
ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ. 

ГЛАВА ПЕРВАЯ. 

ЛИНЕЙНЫЕ УРАВНЕНИЯ В ЧАСТНЫХ ПРОИЗВОДНЫХ. 

6. Определение. Линейным уравнением в частных производных 
называется уравнение вида 

1 дхг

 1 ~ дх.2

 1 " _ 1 

в котором 2 неизвестная функция от п независимых переменных 
Х\, х 2 , х п _ у , хп, (2) 

а коэффициенты 

Хи Хо,--- Хп_1, Хп, X 

функции независимых переменных (2) и г : 
Х1 = Х1 (х^хо,..., х,„г),Х= X (хх, х 2 ,хп,г), (¿--=1,2,.. .,п). (3) 
Если в уравнении (1) 

и остальные коэффициенты не зависят от г: 

Х^Х, (хи х 2 , . . . , х„), ( г ' = 1 , 2 , . . . , п,) 

то уравнение называется однородным. Мы рассмотрим сначала 
свойства однородных уравнений. 

Отметим, что во всем последующем, иногда этого не оговари
вая, мы будем предполагать, что коэффициенты уравнений и другие 
встречающиеся функции, разложимы в ряды по возрастающим 
степеням разностей вида 

(0) (0) (0) 

х 1 Л"| , х 2 Хп , • • •, хп хп , 
где х ^ , х (

2 ° \ . . . , х ^ некоторые числа, т. е., что они голоморфны 
вблизи точки (х^°\ х 2

0 ) , х^0)). Такое же предположение мы де
лаем, если без.оговорки говорим об искомом решении. 

УБудучи голоморфными в некоторой области, заключающей 
тачку ( х ^ , х 2

0 ) , . • •> х<п)> коэффициенты уравнений и другие функ 
ции имеют внутри этой области производные, которые также голо
морфны-
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7. Интегрирование однородного уравнения. Положим, что дано 
однородное уравнение 

•••+*-.-аЬ-+*.-£г-* ю 
кояффициенты которого не зависят от г и, как функции остальных 
аргументов, голоморфны в некоторой области. 

Это уравнение того вида, которому были посвящены рассужде
ния в Введении; чтобы обратить его в уравнение (II), надо только Хп 

и л:,, заменить через X и х. Основываясь на этом, мы можем 
утверждать, что уравнение (4) имеет решение, если один из его 
коэффициентов не равен тожественно нулю. 

Положим, например, что Хп не нуль. Составим систему 

Так как Х„ ф 0, можно найти числа 
(0) (0) (0) (0) ( 6 ) 

так, чтобы начальное значение Хп не было нулем. К системе 
будет применимо все сказанное- в § 1; можно будет найти инте
гралы системы (5); правые части этих интегралов будут реше
ниями уравнения (4). 

Если мы каким-нибудь образом найдем алгебраически незави
симые интегралы системы (5), числом п — 1: 

^1 (*1> ХЧ1 • • • » х
п — 1' х ^ ~ ^ х 

(7) 

^ п — 1 (Х1' хЧ'--'> хп—1' * п ) = ^ ' п - 1 > 

то этим самым составим и п — 1 независимых решений уравне
ния (4): 

Самым общим решением уравнения (4) будет функция 

* = ^ „ - Л (8) 
в которой оз произвольная функция от п — 1 аргументов. 

Самое общее решение уравнения (4) зависит, таким образом, 
от произвольной функции от п— 1 аргументов. 

Примечание. Если коэффициент Х{ в системе (5) не равен 
тожественно нулю, то решения (7') алгебраически независимы 
относительно аргументов 

х и х1>- • ч х{—1> л'<_|_1» - • •> Х

П ' 

Предположим противное, а именно, что из уравнений (7) 
нельзя найти указанных аргументов, но можно их исклю
чить. Тогда имеет место тожество 

аз (ЧГ„ ? п _ 1 ) е в ( 4 

2* 
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Но левая часть тожества по теореме (1) § 5 есть решение 
уравнения (4); значит функция 0 (л-,) его решение. 

Подставляя вместо г это решение в уравнение (4), полу
чаем тожество 

ХГЬ' (лг,) = 0, 

которое, так как Х{ф0, говорит, что 0' (х,)^0, т е., что 0 (дт{) 
от х{ не зависит, и значит постоянное. Но тогда функции (7') 
не алгебраически независимы. 

8. Задача Коши. Обыкновенно задачи, приводящие к интегри
рованию уравнения, -не требуют нахождения всех решений уравне
ния (4). Часто ищется только то решение, в котором функция х 
удовлетворяет некоторым, заранее поставленным, условиям. 

Если найдено самое общее решение (8) уравнения (4), то для 
нахождения указанного искомого решения приходится подбирать 
еще функцию ю так, чтобы поставленные условия были соблю
дены; но можно также и сразу искать нужное решение, не вводя 
предварительно в рассмотрение самого общего решения (8). 

Очень часто, отыскивая решение уравнения, ставят следующее 
условие. 

Даны число х^ и функция 
» (л-1( х2). . ., хп_х), 

от аргументов хи х.2,..., хп_х. Найти то решение г уравнения (4) 
в котором, если 

X =з?Я, 
п п 

то 
2 = 0 (Х1Г Хо,. .., хп_ 1). (9) 

Эту задачу нахождения такого решения, мы назовем задачей Коши. 
Для пояснения поставленной задачи рассмотрим случай двух не
зависимых переменных. Положим, дано уравнение 

Всякое решение уравнения определяет некоторую поверхность. 
Можно сказать, что уравнение (4') определяет семейство поверх
ностей. Условие (9) имеет вид: 
если 

_ (°) 
А"2 — Х2 , 

» 
Т О 

* = » ( * , ) . (9') 
Уравнения: х^ — х^, г = Ь (хх) определяют некоторую кривую, ле
жащую в плоскости, параллельной плоскости Хх Z. 

Если условие (9 ) соблюдено, то поверхность проходит через 
эту кривую. 
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Значит, поставленная задача равносильна следующей: из семей
ства поверхностей, определенных уравнением (4'), выбрать ту, ко
торая проходит через наперед заданную кривую, лежащую в пло
скости, параллельной плоскости Хг 2. 

Покажем теперь, как решать поставленную задачу, и докажем, 
что мы имеем решение, если соблюдено условие: результат замены 
в коэффициенте Хп аргумента хп числом 
х^не равен тожественно нулю. Если ре-

^ зультат атой подстановки не равен нулю, 
то можно из области задания выбрать 
числа 

с1 > л 2 > - (10) 

таким образом, что результат замены в 
Хп аргументов хи х%,. .., хп ими и числом 
х*® не был нулем; мы предполагаем, 

•(°) / что хп таково, что точка (л^ (10) и(0) 

х^) лежит в области задания коэффи
циентов Хи X»,..., Х„. Тогда из сказанного в § 1 вытекает, что 
для системы (5) можно составить интегралы Коши. 

В § 2 пояснено, как найти их, когда известно некоторое собра
ние интегралов системы (5): 

Рис. 1. 

1 1 г1 хъ. 

0*1 > Х2>- -у х

п _ 1 , Хп) — Сп_х. 

Нужно найти Ср С 2 , . . . , Сп_1 по формулам: 

ИР /„(0) „(0) (0) „ < 0 ) \ _ / ~ 
* 1 \хх г х

г , • . ., Хп _ 1 ( Хп ) 1 !̂ 

( И ) 

47 (хт х(0) х{0) х10)) = С 

и решить систему уравнений 

*1 (хи х,. . = (х[\ х?,..., , Г . , 

Щ(х„'хь.'..', х ^ ^ ^ Ч Г ^ (х?, 4 » , . . . , х^ 

относительно 
х, , л 2 , • • •, л п _ х . 
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Найденные уравнения 
(°) / \ * i = ? i (хи *з«- . ., x„_v хп) 

(0) , , 
Хп-1 — %-t \Х1> xï>--->  Xii-V Хп> 

будут интегралами Коши системы (5), а функции 
?i (xi, xit. . ., xn_v xj, 

1 (Xl> X-2i • • • , •*'„ _[> -*n) 

(12) 

решениями уравнения (4). 
Решения (12) оказываются не случайно выбранными. По фор

мулам (4) § 1 мы имеем тожественно: 

?! (хи х2,..., хп_„ х

(°)) = хи..., ^ 

(13) 

1 (л'1' л'2>---> л м _ 1 » х

п ) — х

п _ _ 1 ; 
значит функции (12) решают, соответственно, задачу Коши при 
предположениях: 

а (-м. х2,..., хп_1)^х1,. • ., & {хи х2,..., хп_х) = хп__г 

Решения (12), удовлетворяющие условиям (13), мь1 назовем 
для удобства главными, иногда прибавляем „соответственно хп — 
_ J0)« •Si 

Когда найдены главные решения, мы найдем решение z задачи 
Коши, заменив в функции & аргументы хи х2, хп_{ соответ
ственно через »!, о . , , . . . , « г е _ 1 , т. е. положив 

* = % i , ?»•••» (14) 
Действительно, так как при хп ~х^ функции » l f с?2,. . . , оп_1 обра
щаются на основании (13) соответственно в хи х2,• • хп_л, функ
ция (14) при хп = х(^) обратится в Цхи х%,..., хп_г). 

Найденное нами решение задачи Коши единственное. Действи
тельно, положим, что имеется у уравнения (4) еще другое реше
ние Z, в котором, при хп = хп^ функция Z обращается также 
в §(хи Хъ,. • ., xn_j). Ясно, что разность 

z—Z 
будет также решением уравнения (4); при этом решением, обра
щающимся в нуль при хп = xj-°î , так как при этом значении дг„ 
как z, так и Z обращаются в ту же функцию &(хи лг2,. . . , х,^). 

Но как решение уравнения (4), z — Z будет функцией от его 
п — 1 независимых решений, за которые можно взять и главные. 
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Итак, 
е —2 <?„_!). 

Подставляя л-,/0' вместо хп, из последнего равенства получаем 
со {хъ х2,. . ., х ^ — О, 

откуда ясно, что функция си тожественна нулю и г = Z , что и 
требовалось доказать. 

П р и м е р . Найти поверхность, определенную уравнением: 
дг дг _ ,. 

= ° < 41> 

и проходящую через кривую 
* = 0, г = Ъ(у). 

\ 1режде всего замечаем, что при х = 0 коэффициент при ^ - не ра
вен нулю. Значит задача имеет решение. 

Уравнению (4/) соответствует система 
6.x сЫ* 
У ~ — * 

Дав последнему уравнению вид 
хо!х + ус{у = 0, 

находим его интеграл 

Ищем интеграл Коши. Решая уравнение 

^ х* + у* = а* + у0* = Уо* 
относительно у0, получаем 

у0 = У х2-\-уК 
Главное решение уравнения (4/), соответствующее х = О, есть 

• 2 ^ 2 . 

искомое решение 

Если & — произвольная функция, то на последнее равенство можно 
смотреть как на произвольное, решение. 

Из этого ясно, что уравнение (4/) определяет поверхность 
вращения около оси ОЕ. 

Примечание. Мы указали, что решение задачи Коши 
можно было бы получить из самого общего решения уравне
ния (4): 

. г ^ ^ , Ч ^ ) (8) 

подобающим подбором функции со. Покажем, как выполнять 
этот подбор. Для этого можно поступать так: положим 
*1 х.2,...,хп_1,х1^)^,...,ЧГп_1 ( ^ . х , , . . . , ^ , ^ ) ) = 

= 1 1 - т . 
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Если мы в (8) заменим дг„ через л-„ ( 0\ то г обратится 
в &(дг1( л ' о , х п _ х ) , и мы будем иметь тожество-' 

& (*,, * а , . . . , л-,_,) = со (ЧГ/о), *Г 2«»,.. . . Ч ^ ) . (15) 
Значит задача сведена к нахождению такой функциа со, чтобы 
равенство (15) было тожеством. Чтобы найти такую функ
цию, полагаем 

0б> 
^п-гт-Х1-г(^х2,...,хп_1,х^)-

и решаем уравнения (16) относительно ху, л " 2 ) . . . , хп_х, что 
всегда возможно, так как коэффициент Х„ по предположению 
не нуль. 

Если при этом мы получим: 

то после подстановки найденных значений в (15) мы дадим 
этому тожеству вид: 

» К « 2 , . . . , а п 1 ) = со (&„ 12,. . . , 6 ^ ) ; 

последнее тожество определяет вид функции со. 
Сравнение системы (16) с системой (11) говорит, что, 

применяя тот или иной метод, мы решаем алгебраически 
тожественные задачи. 

9. Особый случай задачи Кошн. Мы указали, что указанный 
нами прием неприменим, когда коэффициент Хп обращается в нуль 
после замены в нем аргумента хп его значением х,^0К 

Из этого, конечно, еще нельзя сделать вывода, что задача не 
имеет решения; это обстоятельство говорит пока только о несо
вершенстве методы. Однако можно установить, что в этом случае 
всегда имеет место одно из двух: или задача не имеет голоморф
ного решения, или задача имеет множество решений. 

Убедимся сначала, что задача может не иметь решений. Усло
вимся временно обозначать знаком (/(х,, х%,. .., хп_}, хп) ) резуль
тат замены аргумента хп числом х„^ в функции 

/С*1» *2» • • •> Хп—V Х п ) 1 

т. е. функцию / ( * ! , х 2 , . . . , -^п-р хп0))- Заметим, что значе
ние производной от г по некоторому аргументу дг(, отлич
ному от х„, при хн = х^°\ мы можем найти, подставив сначала в г 
число х„^ вместо х„ и только затем, выполнив дифференцирова
ние, тпк как при дифференцировании по л-,- аргумент хп считается 
постоянным. Значит 

д(г)_ дЬ 
' дх, дх' 
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если г есть решение задачи Коши, определенной условием (9)* 
Понимая под г это решение, мы имеем тожество 

Х\ -з V Хп -х [ - . . . - } - X,. . !- X -.— == 0-

Заменив в этом тожестве хп через х^ , мы получаем, так как 

,. • • • +«.->!Ъ» 0' < 1 7 ) 

если, конечно, I ̂ — I ограниченно, что мы предполагаем, говоря 

только о решениях голоморфных вблизи начальных значений 
аргументов. 

Итак, функция 8 не может быть выбираема произвольно, а 
должна удовлетворять уравнению 

< х > £ + ю £ . + • - • + ( * - > ^ г 0 ' ( 1 7 , ) 

и, если она этому уравнению не удовлетворяет, то задача Коши 
голоморфных решений не имеет. 

Мы покажем впоследствии, что, при соблюдении условия (17), 
задача Коши имеет бесчисленное множество решений; исследова
ние этого вопроса требует знакомства с теорией неоднородных 
линейных уравнений. 

£ 10. Общая задача Кошн. Вместо того чтобы отыскивать ре
шение уравнения (4), удовлетворяющее условиям § 8, можно по
ставить задачу: 

Найти то решение уравнения (4), которое после подстановки 
в него вместо хп функции 6 (х1г х2,..., хп-1) обращается в функ
цию $(хи х 2 , . ' ' Х п ^ 1 ) , т. е. такое, в котором, 

если хп = 6 (хи х2,..., хп_г), то г = & (хи х2,. . . , *„_,). (18) 

Для случая двух переменных последнее условие имеет вид: 

если х2 = Ъ (л:]), то г = &(*]). 
Так как уравнения „ 

х2 = Ь(х,), * = »(*,) 
определяют произвольную кривую в пространстве, в обобщенной 
задаче предлагается, вместо поверхности, определенной кривой, 
лежащей в плоскости, параллельной плоскости 2Г.*,, искать поверх¬

- ность, заключающую кривую, произвольно расположенную в про
странстве. 

Решение этой общей задачи можно свести к решению задачи § 8, 
введя вместо хп новую независимую переменную $ по формуле 

х,-Чх1,х2,...,хп_1) = 1 (19) 
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и решая задачу Коши для преобразованного уравнения при усло
вии: 

если $ = О, то г — Ъ (хи х» Хц-х)' (18') 

Чтобы выяснить обстоятельства, сопровождающие решение задачи, 
выполним в уравнении (4) преобразование (19). 

Обозначая для удобства неизвестную функцию г как функцию 
от хи х.2, . . ., л- |,_1, Е через г, а результат замены в коэффициенте 
X, аргумента хп суммой 6 ( х и х2, • • •, хп_х) -{- Е через Хи имеем: 

дх~~дх~~~Ж дх; 1 ~ ' ' •*• ' " 11 дХа~ 
вследствие этого уравнение (4) принимает вид 

1дх1

 1 дхо "~1 дхп_х

 1 

+ [х*-Х1д\~х*дТ~ ' ' ' ~ * п ^ Ы ^ г = 0 ' 
Решение задачи Коши при условии (18') нам доступно, если коэф-

дг 
•фициент при^- : 

• • - * . - - а Ь ( 2 0 ) 

не обращается в нуль при Е = 0. 
В этом случае мы сумеем найти г и, заменяя в ней \ его 

выражением (19), искомую функцию г. 
Если же это условие не соблюдено, т. е. если 

Х„ (хи хй, хп_1г 6) — Хх (х1г х2, хп_х, 0) ^— — . . . — 

— Хп_х (хих,, . . ., х п _1,в)? ; = О, 

мы поставленную задачу решать не умеем. Из этого, конечно, не 
вытекает, как мы уже упоминали, что она решений не имеет. 
Может обнаружиться одно из двух: или задача не имеет решений, . 
или она имеет множество решений. Из сказанного в § 8 ясно, 
что задача наверное не имеет голоморфного решения, если функ
ция & (хх, х2, . . . . х , , ^ ) не удовлетворяет уравнению (17х), в кото
ром теперь 

(X,) = X, (я» . . ., 9)-

Познакомившись с теорией неоднородных уравнений, мы покажем, 
что и в этом случае задача имеет бесчисленное множество реше
ний, когда условие (17) соблюдено. 

Теперь же отметим, что мы, очевидно, имеем дело с исключи
тельным случаем в задаче Коши, если многообразие (18), измере-
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ние которого ;г—1, есть пересечение двух решений уравнения (4): 
оно принадлежит сразу двум решениям и потому решение по 
нему задачи Коши не может приводить к определенному резуль
тату. 

В этом, впрочем, легко убедиться и при помощи непосред
ственных вычислений. 

В случае, когда задача Коши не имеет определенного решения, 
а имеет множество решений, многообразие (18) называется харак
теристикой, расположенной на каждом из этих решений. Таким 
образом, всякие два решения уравнения (4) имеют общую харак
теристику. 

11. Характеристические линии. Положим, имеется некоторое 
решение 

* = ()(*!, * 2 , : . . , * „ ) (8') 
уравнения (4). 

Система уравнений (7) и уравнение (8') определяют п из аргу
ментов х 1 ( х 2 , . . . , хп_х, хп, г в функции от ( п + 1 ) - г о , например, 
2, Хг, Х.2, . . . , Х „ _ ! В фуНКЦИИ ОТ Х „ . 

Заимствуя терминологию из геометрии, мы можем сказать, что 
уравнения (7) и (8') определяют линию в пространстве п-\-1 
измерений, притом, так как Си С 2 , ...,Сп_х произвольны, то не 
одну, а семейство таких линий. 

Продолжая аналогию с пространством трех измерений, мы мо
жем сказать, что уравнения 

^\ = С и ^ = С2,...^¥п_1^Сп_1 (7) 
определяют проекции линий этого семейства в пространство п 
измерений: 

г = 0, 

и что каждая линия нашего семейства есть линия пересечения 
цилиндра (7) с поверхностью (8'), а самая поверхность (8') есть 
геометрическое место этих линий. 

В дальнейшем линии, определенные таким образом, мы будем 
называть характеристическими линиями, расположенными на 
решении (8'); семейство этих линий зависит от п—1 параметров. 

Линии пересечения цилиндров (7) с поверхностью 

' Чя=х = с, (21) 

где с произвольный параметр, мы назовем характеристическими 
линиями уравнения (4); из данного определения вытекает, что 
в случае линейного однородного уравнения его характеристиче
ские линии зависят от п параметров. 

Так как равенства (7) интегралы системы (5), можно ска
зать, что характеристические линии уравнения (4) определены 
системой 

Лс1 </хо °-Х , 
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Про систему (5) мы также будем говорить, что она определяет 
характеристические линии, так как ею определен цилиндр (7). 

Чтобы из семейства характеристических линий уравнения по
лучить семейство характеристических линий решения, надо с заме
нить функцией остальных параметров: 

с = « ( С и С 2 , . . . , С и _,) ; 

чтобы получить самую интегральную поверхность, надо найти 
геометрическое место этих последних линий, т. е. исключить 
параметры С1г Сг, . . . С п _ 1 из уравнений (7) и (21), что непосред
ственно приводит к уравнению (8). 

Из данного в прошлом параграфе определения характеристики 
вытекает, что она есть геометрическое место характеристических 
линий уравнения (4), зависящих от л — 2 параметров. 

Действительно, если она есть пересечение интегральных по
верхностей 

то она может быть получена из уравнений (7) и (21) подстановкой 
с = <в, (С1г С2, . . . , С„_1) , о>! (С 1 ( Со, . . . , С п _ , ) = с о . , (С„ Со, . . . , Сп_х) 
и исключением оставшихся произвольными п — 2 параметров. Не 
трудно убедиться и в обратном. Замена Си С2, . . . , С п _ , и с функ
циями от некоторых новых п — 2 параметров и исключение их 
приводит к характеристике, если в результате исключения полу
чаются две зависимости, одна из которых содержит г. 

Если в результате такого исключения мы получим зависимости 

г = а(¥и Ъ.2, У^), <? (47,, ч?2, . . . , ЧГ,^) •= 0, (22) 

и если из второй из них можно найти х„, то найденная функ
ция хп удовлетворяет уравнению (20). Положим, что второе из 
уравнений (22) дает 

хп — ^ (*\> х2' • • •) хп—дш 

Сохраняя обозначения § 10, т. е. понимая под (Ч?,), (Х^ ре
зультат замены в ЧР̂  и Х1 аргумента х„ через 6, и замечая, что 
второе из уравнений (22) обращается в тожество заменой хп 

через б, мы получаем, дифференцируя это тожество: 

21рд ^к)+2 ^ - о, ( / = 1 , 2 , . . . , „ - 1 ) . 

Умножая последнее тожество иа(Х^), давая / значения 1, 2 , . . . , п — 1 
и складывая полученные произведения, находим: 

к—о—1 4^п—1 к—п—1 i=n—í 

¿ = 1 »=1 *-1 »=1 
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Но так как каждое ч̂ д. есть решение уравнения (4), 

29 

Ох. п-1 дх„ 

и, значит, 
г — »— 1 

2 
»=i 

В силу этого полученное нами равенство дает 
&=л—1 i' = n—1 

= 0, 

т. е. приводит к уравнению (20), так как первый множитель не 
нуль; иначе нельзя было бы найти хп из второго уравнения (22). 

Соблюдение условия (17) есть следствие соблюдения усло
вий (20) и того, что первое из равенств (22) дает решение урав
нения (4). 

12. Примеры. 1) Найти все решения уравнения' 

(а2 х3 — а а х2) ^ -+- (а 3 — ах х3) ^-{-(а1х2 — а2 хх) = 0. 

Ищем интегралы системы характеристических линий 

6хх с!х2 о!х3 

^ а2*з— аъх2 a5xL — ах х3 ахх2— а2хх 

Умножая числителей и знаменателей дробей последовательно на 
а „ а2, а3 и на хи х±, хъ и пользуясь теоремой о равных отноше
ниях, заключаем, что 

dxi dx2 dx3 

а2х3 — а3х2 а3хх— ах х3 а1х2 — а2хх 

ах dxx -j- и2 dx2 -f- а3 dx3 xx dxi -4- x2 dx2 - j - xa dx3 

~ 0 ~ Ö • 
Значит, 

ax dxx -4- a2 dx2 -\- a3 dx3 = 0, xx dxx -4- x% dx2 - f - x3 dx3 — 0. 
Интегралы системы: 

ai xi + «9 *2 + аз хз = Cv xx

2 - j - x2- 4- л-3

2 = С. 
Два независимых решения уравнения: 

аххх-\-а2х2-\-а3х3, хх

2 + *2

2 + *з г ; 
самое общее его решение 

4 z = <s>(axx1-]raix2

Jra3x3, хг

2 + х<? + *3
2Х 

где ">(?,•»]) произвольная функция от ее аргументов. 
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2) Найти то решение уравнения 
dz , dz . , dz 

'Vl5*7 + * 2 d7 2

+ ' * • + х»дх,Г°' 
в котором 

при хх == л-/ 0 1: z = i>(x2, х 3 , . . ., х„). 
Задача наверное имеет решение только тогда, когда х^ 0 ' ф 0; 

dz „ 
иначе коэффициент при з— обращается в нуль при начальном 
значении хх. 

Составляем систему: 
dxx dx<> dxn 

хх х а хп 

ее интегралы легко находим, сравнивая все отношения с первым: 
•̂ 2 f~i Xg у~, Х„ s-t 

• О и L,o, — 4 i -
Хх Xj x t 

Для нахождения интегралов Коши подставляем х^ 0 > вместо xv  

и x 2

w , . . ., х„ ( 0 ) вместо остальных переменных, и определенные 
таким образом постоянные С 2 , . . . , С„ снова подставляем в най
денную систему интегралов. Получаем: 

x 2 _ _ x 2 W * s _ = * 8 i ü * * . = * ^ 
х, х ^ ' х, XlW " * • ' х, xxW 

Решая уравнения относительно х 2

( 0 ) , х 3

( 0 ) , . . . , х„<0>, получаем 
интегралы Коши: 

^ х Г = х2(°>, ^ x i № = x3(°)( . . . , ^ Х 1 т = х т . 
X-i X , X , 

Главные решения уравнения 

Л1 , л х , • . . , х х . 
Хх Хх XI 

Заменяя в функции 0 аргументы х 2 , хз, • • •, х„ теми главными 
решениями, которые обращаются в эти аргументы при хх = х^°\ 
получаем искомое решение: 

ü(^xxV\^xxV\ ^ х / » ) . 
\ X j хх хх I 

3) Мы видели, что уравнение 

dz dz uz uz , 

определяет поверхности вращения около оси 02. ш 

Ясно, что нельзя найти определенной поверхности вращения, 
проходящей через круг, лежащий в плоскости, перпендикулярной 
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к оси вращения с центром на этой оси. Указанные круги и есть 
характеристики уравнения (4/). Ищем решение, в которой 

если у = 9 (л:), то г = 9 (дг). 
Положим, как указано, 

мы преобразуем уравнение (4/) в 

(9 (х) + 0 % ~ [х 4- (Чх) +6) 0' (*)] ^ = О, 

для которого должны искать решение по условиям: 
если ¡1  = 0, то г = & (х). 

Если 
* - И ( * ) б ' ( * ) = о, 

т. е. если 

уравнение имеет решение только тогда, когда & равно постоянно
му равно Сг; одно из его решений г = С1. 

Всякая поверхность вращения, имеющая осью и заключаю
щая круг 

Х«~{-З*=с;г=с1 

есть его решение, удовлетворяющее поставленным условиям. 
4) Найти решение уравнения: 

дг , дг _ 
, х>д7+х*дТГ > 

в котором 
при хх = 0'. г = 6 (дг2). 

Рассматриваемое уравнение—частный случай уравнения примера, 
второго. Мы имеем дело со случаем, когда по данному нами пра
вилу мы не умеем находить решений. По сказанному в § 9, для 
того, чтобы вообще могло существовать голоморфное решение 
задачи, функция 6(х 2 ) должна удовлетворять уравнению (17), ко
торое в данном случае имеет вид: 

х2 Ь' (х2) — О, 
откуда 

6(1-2) = а, 
а постоянное. 

Итак, задача может только тогда иметь голоморфное решение^ 
когда 6 (х2) постоянная. Линия 

*• = 0, г = а 
" есть характеристика. Не трудно убедиться непосредственной под«. 

становкой, что, например, 
1 х,Ь г = а 4 I , 

А'1 *2 
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где Ь произвольно, удовлетворяет уравнению, обращаясь в а при 
х1 — 0, и что уравнение, действительно, имеет бесчисленное мно
жество решений, удовлетворяющих поставленным условиям. 

Предложим себе теперь найти решение при условии: если 
X! = & (х2), то г = 9 (х3). 

Положив 
*,-<>(*,) = 5, 

имеем для преобразованного уравнения 

Уравнение не имеет определенного голоморфного решения, если 

коэффициент при ^ равен нулю при ? = и, т. е., если 

» ( * а ) - х а » ' Ы = 0 
или 

& (Хо) = СХ.2. 
При х1 — сх.2 функция б(лг2) не может быть произвольной, если г 
должно быть голоморфной при Е = 0 ; уравнение имеет вид 

дг , дг 
д1 - дх~г 

и требует, как мы убедились выше, чтобы 0 (х 2) была посто
янной. 

Значит характеристики рассматриваемого уравнения 
хг = сх-2, г — а. 

Так как самое общее решение уравнения дается равенством 

ясно, что поверхности, определяемые уравнением, образуются дви
жением прямой 

х2 = Ьхл, г = о) (Ь), 

(6 — переменный параметр) параллельной плоскости ХХХ<> и пересе
кающей ось ОЕ. Каждая из этих прямых есть характеристика. 

"Поверхности, определенные уравнением, называются коноидами. 
13. Уравнение с последним членом. Рассмотрим теперь урав

нение 

' Ъ + х * й + • • • + х £ , = х ' (23> 
считая, что в нем коэффициенты Хи ...,Х„, X зависят от х 3 , 
-*21 • • • > хп>2- Попробуем вместо г искать уравнение вида 

У{х„хъ ...,хп,г) = 0, (24) 
из которого можно найти г, удовлетворяющее уравнению (23). 
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Дифференцируя уравнение (24), мы получаем 

л . д Х ^ . = г \ ?Х,дУд±_ д_У . дУдг__„ 
дх, дх дх, ' д х 2

+ дгдх2

 и« • ' • • дхп

 + дг дхп ~~ 

откуда находим производные от г, выраженные неявно через 
хи Хо,. .., х„ при помощи г : 

дУ дУ дУ 
дх _ дх, дг дх2 ' дг^ _ дх„ 
дХ1~ дУ' дх,~ ~~дУ' ' ' д%,~ ~ дУ_ 

дх дх дх 

(25) 

Но уравнение (23) связывает производные от х, выраженные 
явно через хх, х.2, - • •, хп; чтобы из (25) найти те производные от х, 
которые входят в уравнение (23), надо из правых частей (25) 
исключить х, найдя его из уравнения (24). 

Обозначая для удобства знаком (/(дсц х2, ...,хп,х)) результат 
подстановки в функцию /(хи х2, • • • хп, г), вместо х его значения, 
найденного из (24), заключаем, что в уравнении (23) надо полагать 

(дУ_\ /дУ\ (д_уЛ 
дг _ \дх,) дх _ \дх2) дх _ \дхп) _ IX 

дх~, ТдР\' ^ ТдУу • • •' о\,~ _ 1дУ\ 
[дх ) \дг) \дх) 

(25,) 

. после чего оно обращается, если мы и в коэффициентах заменим х 
•^го значением, в тожество 

(дУ\ (дУ) (дУ\ 
<У\-д*1' (уЛдхъ/ ,уЛдхп)_ 1 у л 

~ [ Л ° (дЩ ~ {Л*> ТдУ\ - • • • - и » ) 7 д у \ = { Л ) > 

[ дг ) { дх) \дг) 

или 

Итак, если уравнение (24) дает решение уравнения (23), то 
уравнение 

хд_У^ дУ л _ у д У , у д У Г 9 7 , 
•дХ1

 1 2дх2

 1 • * • 1 " п д х п ^ " д . 

должно обращаться в тожество после замены в нем г значением, 
£ найденным из уравнения (24). 

Задача, к которой мы свели нахождение г, представляет пови-
димому большие трудности, чем интегрирование уравнения (23): 
надо искать такую функцию У(х,, х2,. .., хп, г), чтобы равенство (27) 
делалось тожеством после замены в нем х функцией, обращаю
щей У (хх, х2, ..., хп, х) в нуль. 

3 Н. Гюнтер. 
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Но ясно, что если мы найдем функцию V так, чтобы она удо
влетворяла уравнению (27), т. е. чтобы было 

то тожество (27!) останется тожеством, чтобы мы ни подста
вляли в него вместо г, и следовательно, останется тожеством,, 
если мы заменим г решением уравнения 

У(хи хо, ...,х,„ г) = 0, (24) 
полученного приравниванием нулю найденной функции V. Так как 
оно обратится после этого в тожество (26), из этого вытекает,, 
что 2, данное уравнением (24), удовлетворяет уравнению (23). 

Итак, проинтегрировав однородное уравнение (27) и приравняв 
нулю функцию V, найденную таким интегрированием, мы получим 
уравнение, дающее функцию х, удовлетворяющую уравнению (23). 

Нет, однако, оснований утверждать, что, поступая описанным 
способом, мы найдем все решения уравнения (23), так как из спра
ведливости при некоторой функции V тожества (26) не вытекает, 
что тожество (27^ также имеет место. И действительно, инте
грируя уравнение (23) по описанному правилу, мы можем иногда 
потерять некоторые его решения. Эти решения, называемые осо
бенными, обладают, однако, резко выраженными специальными 
свойствами, благодаря чему они смогут быть найдены особыми 
приемами. 

Вследствие этого, как мы увидим, указанный нами прием, не
смотря на его видимую грубость, можно считать исчерпывающим, 
задачу. 

14. Решения обыкновенное и особенное. Положим • 
г = ? (хи х.2, . . ., л:„) (28) 

есть решение уравнения (23). Мы назовем его обыкновенным, если 
оно может быть получено из некоторого другого решения этого-
уравнения 

г = Л (*1, х.,, . • •, хл, а), (28^ 
зависящего от произвольного параметра а, заменою а нулем.. 
В этом случае имеем тожество 

С? (хх, Х.ъ . .., Х„) = <\> ( Х ) , х2, х,„ 0). 
Уравнение (28^, вследствие произвольности а, определяет се

мейство решений и, значит, обыкновенное решение есть одно из. 
семейства решений, зависящих от одного параметра. 

Особенным мы назовем решение, если оно не может быть 
получено указанным образом из решений, зависящих от пара
метра. 

Т е о р е м а . Всякое обыкновенное решение уравнения (23) 
может быть найдено описанной выше методой, состоящей 
в интегрировании уравнения (27) и в решении уравнения (24), 
полученного приравнением нулю найденного решения уровне-
нля (27). 
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Положим, что 
2Г = ср (х„ х2, • • .,х„) (28) 

обыкновенное решение, принадлежащее семейству 
г = ф (хи х2, . . ., х,„ а). (28,) 

Положим, что (28) получается из (28,) заменою а нулем. 
Решим (28,) относительно а: 

Щ * и хй, . ..,х„, г) = а 
и составим уравнение 

У = № (хи х2> хя, г) - а = 0. (29) 
Уравнению (29) удовлетворяет функция (28^; заменив в нем а ну
лем, мы получим уравнение 

\ Л = Ш{х» х2, ...,хп, г} = 0, (29,) 
которому удовлетворяет функция (28). 

Чтобы убедиться в справедливости теоремы, надо показать, что 
функция ^ удовлетворяет уравнению 

т. е., что справедливо тожество 

Приступая к доказательству, отметим, что подстановка в (28,) на 
место а функции У? обращает равенство в тожество: 

г = т (дг„ х2, ...,хп, Ш)\ (31) 
УУ, именно, найдено решением уравнения (28х) относительно а. 

Положим, что тожество (30) может быть несправедливо; во 
всяком случае, левая часть (30) некоторая функция от хи дг.,,.. .,х„, г: 

Х'д%+Х^6х~г

 + - • •+Х»дх^+Хдг- = Ш^>Х» •••'^•^ С 3 2 ) 
Так как (28,) есть решение уравнения (23), то замена в левой части 

(27) г его значением, найденным из уравнения (29), т. е. функцией ^, 
должно обращать ее тожественно в нуль, значит 

•+<*•> ( £ ) + < " ( £ ) = 
= (о(л-1, х2, .. .,х„,Ь) = 0. 

Чем бы мы ни заменяли а в тожестве 
со (хи х2, . .., х„, ф (хи ...,х,„а))= 0, 

тожество сохранится; подставим в него Ш на место а. Мы полу
чим на основании (31) 

со(дг„ х2, х„, ф (хи х2) ..., х„, Щ)==ш(хи х2, дгм, г) = 0, 
т. е. что тожество (30) действительно имеет место. 

3* 
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15, Характеристические линии. Заменив интегрирование урав
нения 

< 2 3 > 

интегрированием уравнения 

и нахождением г из уравнения 
У(хих2, . . . , * , „ г ) = 0, (24) 

мы должны прежде всего искать независимые интегралы системы 
характеристических линий уравнения (27) 

Хх~ Х\ " ' ' УУ„ ( ' 

Если эти интегралы: 
Х\\ ( Л 1> *2> • • Ч -*"»!» 2) — С\ (34) 

'К. ( * 1 , х-1, • • -,-'<•'„> 2 ) = С1 1, 
то самое общее значение V равно произвольной функции от их 
левых частей-' 

а самое общее уравнение, дающее обыкновенное решение г урав
нения (23): 

^ ( ^ . ^ • • ч ' г ) 1 . . . , и = о. (35) 
Последнему уравнению, решая его относительно $ п , можно дать вид 

¿ , = « ( ¿ 1 , т* - - -, (35,) 
понимая под со произвольную функцию. 

Уравнения (34), число которых п, определяют в пространстве 
тг —{— 1 измерений многообразия одного измерения, т. е. линии. 

Семейство линий (34) зависит от п параметров Си С 2 , • . . Сп2*, 
Сп; мы назовем эти линии характеристическими линиями урав
нения (23). Характеристические линии линейного уравнения с п 
независимымипе ременными заключают, таким образом, п пара
метров. Чтобы получить, при помощи линий (34), решение уравне
ния (23), надо связать эти параметры одной зависимостью 

е(С1,С:,,...,Сп_1,С) = 0 (36) 

или, что то же самое, заменить их функциями других п — 1 параметров, 
выбранными так, чтобы исключение этих новых параметров при
водило к одной зависимости (36), и исключить эти новые пара
метры из уравнений (34). Например, для получения уравнения (35[) 
достаточно положить 

С„ = со (Си С 2 , . . . , С ) И ) , 
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Семейство линий, зависящих от п—1 параметров, составленное 
указанным выше образом, мы назовем семейством характеристи
ческих линий решения уравнения (23). Чтобы по семейству харак
теристических линий решения получить самое решение, надо из 
уравнений семейства исключить определяющие его параметры; 
другими словами, всякое обыкновенное решение уравнения (23) 
определяет поверхность, которую можно трактовать как геометри
ческое место характеристических линий. 

Систему (33), определяющую интегралы (34), мы назовем систе
мой характеристических линий. 

16. Задача Коши. Найти то решение уравнения (23), в кото
ром 

при хп = х„(°> г = & (хи х2, хп^). (37) 
Для решения этой задачи ищем то решение уравнения (27), в ко
тором 

при хн=х,^: 
У=г-Ъ{хих3, (37,) 

Положим, что V (х,, х 2 , . . . , хп_1У х;1, г) есть такое решение и 2 
найдено из уравнения 

У(х,, . . ., х ) ( _ р хп, г) = 0. 
То значение, которое принимает г при хп = х„ ( 0 ) , мы найдем, 

подставив в последнее уравнение хп*-°> вместо х„; но вследствие 
выбора функции V последнее уравнение обратится в 

2 — ^(х1,х2, *„_,) = (), 

откуда ясно, что начальное значение г равно 0 (л х , дг2, . . . , х м 1 ) . 
По поводу сказанного, однако, следует отметить одно обстоя

тельство довольно деликатного характера. 
Было разъяснено, что мы не сумеем найти искомое решение 

уравнения (27), если в нем коэффициент Хп обращается в нуль 
после замены х„ его значением х„1°). 

Если коэффициент Хп зависит от г, то может случиться, что 
он не обращается тожественно в нуль при хп = х„т, но делается 
равным нулю, если мы сверх этого заменим г через х2, • • •,*„_,). 
В этом случае у нас не может быть уверенности, что, решая урав
нение (24), мы найдем для х функцию, которая была бы голоморфна 
вблизи точки (х^, х 2

( 0 ) , • . •, х н ^ , х^) при всяком выборе чисел 
лгд

(°), х 2

( 0 ) , • • •»х п ^1 , ни также уверенности, что найденное значе
ние V, если его найти можно, единственное. 

Действительно, решая уравнение (24), мы должны за начальное 
значение искомой функции х брать число & (х^°\ х 2

( 0 \ . . ., х ; {_^). Но 
если Хп обращается в нуль после замены х„ через х„ ( 0 \ а г через 
» ( х ь х 2 , . . ., хп_х), Хп равен нулю в точке (х^°\ х 2<°),..., хп% х,]°\ г 0 ) , и 
на основании сказанного в § 1 у нас нет уверенности в суще
ствовании у системы (33) решения, обращающегося в х^°\ х^°\.. . ,хп_^, * 
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г 0 = 9 (л:^05, х2

(0\. . -,хп^1) при х„ = х„^ и голоморфного вблизи 
точки лт„(0). Все же заключения введения предполагали, что такое 
решение существует и голоморфно. 

Для решения общей задачи Коши: найти решение уравне
ния (23) таким образом, чтобы при 

х» = 8 х2, • • •, * и _ 1 ) : г = 0- (хх, х2, .*•„_,), (38) 
полагаем в уравнении (27) 

ха — 9 (хи х2, хп__х) — \, (19) 
и ищем то решение преобразованного уравнения, в котором 

при Е = О У = 2 — I) (.VI, х2, . . ., хп__х). 
Указанное преобразование можно, конечно, выполнить и в самом 
уравнении (23) и затем искать его решение по правилам, указан
ным в начале параграфа. Конечно, все сказанное там остается 
в силе и, значит, не при всякой 0 (хх, х2, .. ., хп_х) задача имеет 
определенное решение. 

Если задача, определенная условиями (38), имеет множество 
решений, то многообразие (38), имеющее п — 1 измерений, мы 
назовем характеристикой, расположенной на каждом из этих ре
шений. Данное определение равносильно следующему: характери
стикой, расположенной на некотором решении уравнения (23), на
зывается многообразие измерения п—-1, принадлежащее этому и 
какому-нибудь другому решению уравнения (23). Очевидно, что, 
выбрав при постановке задачи Коши за (38) указанное много
образие, мы должны восстановить как взятое решение, так и ука
занное другое. 

17. Примеры. Несколько откладывая исследование случаев, 
в которых задача Коши не имеет определенного решения, приве
дем сначала несколько примеров. 

1) Найти общее решение уравнения 

Отыскивая г как решение уравнения 

У(хх, х2, .. ., х„, г) = 0, 

получаем, что в случае обыкновенного решения функция V удо
влетворяет уравнению: 

дУ , дУ . . дУ . дУ п ..п. 

Интегрируя систему характеристических линий 

а\хх а\х2 а\хп а\х 
ах а2 ап 1 

получаем интегралы 
хх—ахг = Сх, х2 — а.1г = С1 . . ., х„ — а„г = С„. 
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Отсюда ясно, что 
хх — ахг, х 2 — о ^ , . . . , хп — анг 

независимые решения уравнения (40г) и что 
У(х1—а1г, х 2 —Оо2, ...,хп—апг) 

самое общее его решение. Самое общее решение уравнения (39) 
получаем, решая уравнение 

V(хх — ахг, х2 — а2г, ...,хп— апг) — 0. 
' Чтобы интерпретировать полученный результат, рассмотрим случай, 

когда п = 2. Уравнение (39) принимает вид 
дг , дг 

1 ихъ 
Самое общее его решение дано уравнением 

У(хх — агг, х2 — а^г) = 0. (41) 
Положив 

дг! — ауг = а, х 2 — а 2 2 = ¡3,  (42) 

видим, что прямые (42) лежат на поверхности (41), если 

К ( « , Р ) = 0. 
, Значит, поверхность (41) есть геометрическое место прямых (42), 

которые параллельны между собою, т. е. поверхность (41) есть 
цилиндр, образующие которого параллельны прямым (42). Урав
нение (39^) определяет цилиндры с такими образующими. 

Предложим себе теперь найти цилиндр, определяемый уравне-
•нием (39!) и заключающий кривую 

2 = 0, ЛГ! = 0 (х 2 ) . (43) 

• Так как коэффициент при -т—- не равен нулю, задача имеет опре-
Охх 

деленное и единственное решение. 
Для решения задачи надо интегралы (42) заменить интегра

лами Коши, которые в данном случае, так как г = 0, имеют вид 
(0) № 

х , — а 1 2 = х 1 , х а — а 2 г = х 2 . 
Главные решения уравнения" (39,) теперь 

х, — а1г, х 2 — а.;2, 
а искомая поверхность 

хх — аг г = б (х 2 — а.2 г). 
Поставим теперь обобщенную задачу Коши. Найдем решение урав
нения (38), в котором 

при хх — Ь (хо) г — § (х 2 ) . 
Положив 

х,—о(*2)=е, 
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легко получаем, преобразуя уравнение (38), уравнение 

[ в 1 - а 9 в ' ( * 2 ) ] ^ - 4 - а 9 - ^ = 1. (44) 

Задача может не дать голоморфного решения, если 
а, — а, в' (лг2) = О, 

т. е. 

Ч * о ) = + Г . 

Для возможности в этом случае решения надо, чтобы функция 
& (л-.т) удовлетворяла уравнению 

а 9 »'(«- 2 ) = 1, 
откуда 

Задача может быть возможна, когда 

х ^ - ^ ъ + Ъ г = — х 2 + р. (43,) а._> а 2 

В этом случае линия (43,) параллельна образующим цилиндра 
определенного уравнением (41), что можно было предвидеть. Гео
метрически ясно, что задача в этом случае имеет бесчисленное 
множество решений, что можно проверить и аналитически. 

Считая, что 9 и 6 имеют выбранные значения, введем новее 
неизвестное, положив 

х — — х2-г ?- , -«и. 
^2 

Мы получим для нахождения и уравнение 

дх2 ' сЬ:2 ' 
откуда 

и = 4(5), 
где А (;) произвольная функция от \. 
Следовательно, искомое решение 

х = — *> + Р + ( х , — — х2 — 1 ) А\ х, — — дг2—-• 

где А(Ь) произвольная функция от ее аргумента. 
2) Найти общее решение уравнения: 

(*1 — «1> -Ь ( * а — а а ) - ^ - [ - • • • + (•*,, — а п ) ^ - = 2 — «• ( 3 9 2 > 

Отыскивая уравнение для нахождения х: 
У(хи дг2(. . . , х„, х) = 0. 
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находим 
. dV , , , dV , . . , dV . 

(*> - + ^ - e«) ^ 7 + • • • + <*- - «•> -Ж7 + 

dV 
+ ( z ~ a ) - ^ - = °- ( 4 ( V * 

Интегрируя систему 
dxr _ с/д:2 _ dxn dz 

x\ — *x хг — a 2 " ' дг„ — a„ z — a ' 
находим ее интегралы 

log (дг, — a,) — lop; (z — «; = log C, , 
или 

x, — a -!- = С„ (£ = 1, 2 , . . . , « ) , (45> 
z —a 

и решения уравнения (402) 
* i — «1 _£2rz_a.2. x " ~ g » 
z — a ' z — a * • ' * ' 2 —-a 

Самое общее решение уравнения (392) находим, решая уравнение^ 

\ z — a z — a z — a / 
Чтобы интерпретировать полученный результат, положим п = 2. 
Тогда последнее уравнение принимает вид 

\̂  z — a z — a J 
и определяет поверхность, на которой лежат прямые 

X, "', ДГо Я2 — = т, = п; z — a z •— a 

направляющие коэффициенты тип этих прямых связаны зави
симостью 

V(m, п) = 0. 
Значит, поверхности, заданные уравнением (392) суть конусы, вер
шина которых в точке (Oj, о.л а). 

Геометрически ясно, что всякая прямая, проходящая через эту вер
шину, есть характеристика. 

Для решения задачи Коши, положив для удобства ах = «2 = 
= a = 0, ищем конус, определенный уравнением (392) и проходя
щий через кривую: 

л-1 = хх°\ z = Я (л'а).-
Для определенности задачи надо положить дт,' ф 0. 

Переделываем интегралы (45) в интегралы Коши, положив 
(о) (0) х, ДГ] л\. д:2 
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(0> 
отыскиваем г0 и дг2 : 

7 — у (°) ^ (°) ^ г (°Э 
2 о — „ -м > х а — „ -ч • 

х \ х \ 

1 лавные решения уравнения, соответствующие д^^дт , : 

2 „ (0) *Э ^ (°) 
ДГ, X ! 

Искомая поверхность имеет уравнение: 

3) Из курса дифференциального исчисления известно, 
что если V однородная функция измерения к от аргументов хх, 
х2...,хп, то 

х ^ + х ^ + - - - + х » д х - а = к У -
Теперь мы можем убедиться и в обратном и показать, что послед
нему равенству удовлетворяет только однородная функция изме
рения к от ее аргументов. 

Действительно, сводя интегрирование последнего уравнения 
к интегрированию однородного и отыскивая для него уравнение 

х-2>- • х„> 1^ = 0, 
которому удовлетворяет У, ищем ш из уравнения 

<?<о . да> . . <?со да* 
х. 11 дхх ^ 2 дх.2

 1 • ' • п л " &с„ 1 (ЭК 
Интегрирование последнего уравнения сводится к интегрированию 
системы 

с1х1 (1x2 с̂ лг,, (IV 
х х ~ х2 "' х„ кУ 

интегралы которой 
Д"2 /1 Х§ « ДГи У (~1 

~ ° 2 > ~ ° 3 - • •> ™ ° 1 » „ & — ° -
Д , Д^ Хх Д-1 

Отсюда ясно, что самое общее значение V мы найдем, решая урав
нение 

о / хъ хь £п_ ^ \ п 

" \ V хх' - ' V хгЧ ' 
-в котором 2 произвольная функция и которое для V дает выра
жение 

\ДГ, Л", ДГц/ 

Какова бы ни была функция в, в правой части последнего равен
ства стоит однородная функция измерения к от аргументов хх, 
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18. Особые случая задачи Коши. Возвращаясь к сказанному 
в § 16, продолжаем исследование задачи Коши. 

Ищется решение зфавнения 

при условии 
при л-,, = А (л-,, хг,. .., хп_ х) : г = & (хх, х2,...,х п _ ( 3 8 ) 

^Применяя указанный там прием, мы должны найти то решение 
уравнения 

V дУ , „ дУ . , у дУ . дУ , дУ _ 
х Я ы + х Я Ъ + • • • + ^ - 1 ^ + ^ + ^ - = ° » < 2 7 > 

в котором 
при х„ = 6(лг1, х2,..., У=г — Ь{х{, х2,...,хп_1) (38^ 

и искать г из уравнения 
(дг„ дг„ . • • > * „ _ Р * м , г) = 0. (24) 

Выполнив введение нового независимого переменного Е по формуле 

•*» ^ С^Р -*2'" " Ч х п — 0 = = *» 

мы преобразуем уравнения (23) и (27), применяя формулы § 10, 
соответственно в 

+ ( ^ £ * . - - " - ^ а - . ) 1 г - * <ад 
^ + А - , « : + . . . + а ; + 
—1 дх, —2дх2 —п-хох, 1 

п — 1 

в которых 
я ; = ^ ( д г р х . , ; . . ,,хп_„ 04-Е, г). 

Если коэффициенты при производных по Е в этих уравнениях 
равны нулю при Е = 0, тожественно или после подстановки в них 
функции & на место г, то уравнение (23), так же как и уравнение 
(27), могут иметь требуемые решения с производной по Е остаю
щейся ограниченной при Е = 0только тогда, когда соблюдено условие 

" <*.>•£:+ да• • • + №->1Ь -да-». 
в котором 

(Х,)=Х,(Х1,хъ..., Х п _ и В, &). 
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Итак, если 

£ г + № )
 ъ + • • - + ^ 1 Ь г ~ т = ° ' ( 4 7 ) 

уравнение (23) может иметь только тогда решение, которое удов
летворяет условиям (38) и в котором производная 

дг \ I дг 

ограничена, когда соблюдено условие (46). 

-заметим, что, если коэффициент при -^у- не обращается тоже
ственно в нуль после подстановки с = 0, ничто не мешает со
ставить главные решения уравнения (27]) и наЙ7и функцию, удов
летворяющую условиям (38,). Значение г, найденное из уравнения 
(24), удовлетворит уравнению (23); но если & не удовлетворяет 

условию (46), производкая у— не может оставаться ограничен¬
ной при л:,, = 0, а найденное решение голоморфным. 

П р и м е р . Найти решение уравнения 
1ч \ °г , дг 

при условии 
если х — 0, то г = у-. 

дг 
Коэффициент при —не обращается в нуль при дг = 0; он обра

щается в нуль при г —у-. Условие (46), имеющее теперь вид 

теперь не соблюдено; но нет препятствий к приложению метода 
§ 16; только найденное решение не может быть голоморфным. 
Действительно, заменив данное уравнение уравнением 

(у2 — г) -=; \-у — р г - г — = О, 
к и дх ' ду 1 ог 

интегрируем систему характеристических линий 
<1х бу С. 2Г 

у* — г у г ' 
Интегрируя сначала уравнение, данное двумя последними отноше
ниями, находим 

У А г 

интегрируя затем уравнение 
6.x , 
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получаем 

2 
что дает второй интеграл 

х-\-г-±у*=В. 

Отыскивая интегралы Коши, составляем уравнения 

~у = -у-'' * + * — у = *. - Т 1 / о 2 = у </о ~ Т Я."-

Решая их, получаем 

Уо = -^7 + \ / - ^ + У 2 — 2 г —2х, 2 0 = ~ У о -
У У У У 

По смыслу задачи ищется функция К такая, что при х = 0: 

Значит, искомое уравнение для нахождения г: 

Решая уравнение 

у +1^1* #о = —+1/ - ^ + 1 / а - 2 2 - 2 х - 0 , 
находим 
V г = —у'1

 — х. 

Это г, удовлетворяя уравнению, не удовлетворяет поставленным 
начальным условиям и должно быть отброшено. 

Решая уравнение 

находим 
г=у*-\-уУ2х. 

Это г удовлетворяет и уравнению и начальному условию. Но про
изводная от него по х не ограничена, когда х = 0. 

Покажем теперь, что при одновременном соблюдении условий " 
(46) и (47) уравнение (23) имеет бесчисленное множество решений. ч-

При этих рассуждениях мы будем предполагать, что 6 = 0, т. е. 
«^что в уравнении (23) предварительно выполнено преобразование 

(19); это предположение не уменьшает общности заключений. 
Предполагая, что условие (46) соблюдено, введем новое неиз

вестное и, положив 
& (хи л-а,. . . , хп_ х) 4- *„ в. (48) 
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Имеем 

дг дЬ ди ,. л _ нЧ дг ди 

Преобразованное уравнение принимает вид 

где _ _ 
^ = Хь {хи х2,... ,хп_ р л-„, » + дг„ и). 

Последнему уравнению мы дадим вид 

Х — Х, - г - . . . — X . 

и. 

дх, '»-*дхп_х Хп 

и. 49) 

В силу условий (46) и (47), из которых последнее имеет теперь вид 

(Хя) = Хп(Х1,..., х „ _ „ 0 , & ) ^ 0 , 

слагаемые в правой части равенства: 

у у д* У д Ь 

х„ Х ~ Х ^ ~ - " - ^ й — , 

голоморфные функции от х„ вблизи точки дг„ = 0. 
Значит, можно найти бесконечное множество решений уравне

ния (49), если, конечно, один из коэффициентов 

(Ж), (Хо),..., (Хп_х) (50) 

не равен нулю тожественно. 
Подставляя в (48) различные значения а, найденные из урав

нения (49), получаем различные решения уравнения (23), которые 
все удовлетворяют условиям (38). 

В случае, когда все функции (50) равны нулю, вопрос о суще
ствовании требуемого голоморфного решения у уравнения (23) 
остается открытым. 

П р и м е р . Найти решение уравнения 

, . дг . дг 

в котором 
при х = 0 г = \]. 
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Условия (46) и (47) соблюдены; уравнение должно иметь бесчи
сленное множество решений. Ищем функцию V из уравнения 

. дУ. дУ , дУ 

Интегрируя систему 

ах с!у ¿2 
*—у~ У 2 ' 

легко получаем сначала интеграл 
— = А 
у А 

при помощи которого оставшееся уравнение преобразуется в 
й*х , 

и дает 
х-(А-1)у = В, 

что приводит ко второму интегралу 
х — г-\-у = В. 

Отыскивая интегралы Коши, составляем уравнения 
- ^ = £ ° - ,. _ . „ . _ • I _ = Уо(-2+У) 
у уо' Х у 

из которых получаем 
_ (х — 2-\-у)у (х — г-{-у)г 

Уо "~ , 2п = . 
у —2 у —2 

Для функции V имеем значение х — 2-\-у, откуда заключаем, что 
г = х~-у, 

найденное из уравнения: 
х — г-{-у = 0 

удовлетворяет и данному уравнению и поставленным условиям; 
но из найденных главных решений видно, что 

г = у 

также решение уравнения и решение, удовлетворяющее постав
ленным условиям. Значит, уже установлено, что теорема об един
ственности решения не имеет места. 

Если мы положим 
2 =у-{- хи, (51) 

то мы легко получим для и уравнение 

ди , ди „ 



•4в Г А . I. Линейные уравнения в частных производных 

Интегрируя уравнение 

д У _!_ д У г / ач д У п 

убеждаемся, что соответствующая ему система 
йх йу <1и 
хи у и — и'1 

имеет интегралами 

х{\-и) = А, зЪ-*) Д Д , 
и 

откуда ясно, что всякое и, найденное из уравнения 

? ( * ( ! - « ) , - £ 1 ^ - ) = 0 , 
в котором ср можно выбирать произвольно, будет после подста
новки в (51) давать решение данного уравнения: 

Например, положив 
? в ч) = 5 - ч 3 , 

находим 

и = = 2 У*. 
У*+Уу* + 2у*х 

и соответственно этому следующее решение уравнения: 

2ух 

' у+Уу*-[-2х-
И з доказанного вытекает, что многообразие (38), при соблюдении 
условий (46) и (47), есть характеристика, расположенная на неко
тором решении уравнения (23). 

Нетрудно проверить непосредственно, что многообразия изме
рения п — 1, названные характеристиками в § 16, удовлетворяют 
условиям (46) и (47). 

Примем во внимание интегралы 

^ = с р 4 2 = а , . . . , 4 „ _ х = с , , . , , Т я = с „ (34) 

системы (33). 
По определению § 16 мы получаем характеристику, связав 

функции <Ь2, . . ., '7„_11 'тп двумя зависимостями 

»1 ОК- ^ • • т,,-!, -тп) = 0, ° г ('Т1, % и ^ О , (52) 
если из этих двух зависимостей можно найти г и один из осталь
ных аргументов, например хп. 

Положим, что можно из уравнений (52) найти хп и г и что мы 
получим 

хп=Ь,г = Ь: 



§ 19. Особенные решения линейного уравнения 49 

Обозначая через (̂ д.) результат замены в 6Л аргументов хп и г че
рез 0 и &, имеем 

к=п к--11 

*=1 

+ /9, 

7: = 1 

<?0 = 0 (г = 1,2, 

(53) 

1) 

и такое же тожество для со2. 
Так как фл. решение уравнения (27): 

)'= П—1 

2 
¿ = 1 

0. 

Умножая тожество (53) на (X,), давая г значения 1, 2,. . . , ?г — 1 и 
складывая полученные тождества, получаем вследствие этого: 

• ( * „ ) ] + 

и такое же тожество для ю 2 . 
Так как 

к—п 

к=п 

Л=1 
к=*п 

к-1 к=1 
<?(т*) ¿2 

-7^0, 

иначе из уравнений (52) нельзя было бы найти хп и г, получен
ные тожества приводят к условиям (46) и (47). 

В заключение заметим, что решение задачи Коши приводит 
всегда к обыкновенным решениям. Если мы не имеем дела с осо
бым случаем задачи Коши, мы можем заменить функцию & через 

к. 9 - ) - а и получить семейство решений, зависящих от а, которому 
при а = 0 принадлежит искомое. В особом же случае имеем мно
жество решений, среди которых есть и зависящее от произволь
ного параметра. 

19. Особенные решения линейного уравнения. Займемся те
перь выяснением свойств особенных решений уравнения (23). 

4 Н. Гюнтер. 
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Положим, ЧТО 
г = <?(х1, л-о, . . ., дг„) (54) 

есть некоторое решение уравнения 

х & + х * к + ••• + А ' - 1 г х <23> 
Т е о р е м а . Если (54) особенное решение уравнения (23), т о 

1) или после подстановки вместо г функции о (лг,, дг2, . . . л:,,) 
все коэффициенты Хх, Х2,. . ., Х„, X обращаются в нуль, 2) или 

I (°) (0) (0) / (0) (0) (0)ч ч 

в каждой точке (х1 , х„ , . . ., х'п , <? (хх', х2', . . ., л-;/)) один из 
коэффициентов Хи Х2-, • • •, Х„, X перестает быть голоморфным. 

Для доказательства предположим, что результат подстановки 
вместо г функции <? (хг, х2, . . ., х„) не обращает в нуль одного 
из коэффициентов Х1г X.-,, Х„, X, скажем, X, и что есть точка 
/ (0) (0) (0) / (0) " (0) (0)ч ч 
(хх , х2 , .. ., хп , о , дг2 , . . .,хп )), вблизи которой все коэф
фициенты Хи Х.2, Х,„ X голоморфны. Докажем, что в этом 
случае решение (54) обыкновенное, т. е. может быть найдено ре
шением уравнения 

V (хг, Хп, • • ., хп, г)=0, (55) 
в котором V (хи х2, . . ., хп, г) удовлетворяет уравнению 

х'д~7^Ха-д72

 + ••• ^ХпдТп^ ХЪЧ~°- ( 2 7 ) 

Положим, 2 0 = ? (х[°\ . . ., х^). Вблизи точки (х[°\ х2\- • ., х^\ г 0 ) 
все коэффициенты уравнения (27) голоморфны и так как результат 
замены в X аргумента 2 через 9 (хг, х0, • • •, х ) не равен нулю, 

(°) № (0) -можно найти, видоизменяя их, х, , дг2 , . . . , хп так, чтобы его 
/ (О) (0) (0) ч -

значение в точке (д^ , х2 , . . ., хп , г0) было отлично от нуля. 
Если так, то можно найти главные решения уравнения (27), 

соответствующие 2 = го. Положим, 
"1. щ, ип (56) 

эти главные решения. Это функции от хи х2, . . ., хп, х такие, 
что якобиан 

дщ дих дих 

д!? дх2' - " дхп 

дхг' дх2' ' ' *' дхп 

(57) 

не равен тожественно нулю; он именно обращается в 1 при 
2 = г 0 , так как функции (56) при г = г0 обращаются соответственно 
в х,, д'2, . . ., хп. _ _ 

Условимся обозначать знаками Хх, Х2, ..., Х^ X, их, и 2 , . . ., ип 

результаты замены в функциях Хи Х2, Хп, X, ии . . . , м „ 
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аргумента х его значением » д-2,. . . , хп). Функции ии м2, 
функции от хи х2,г..., хл. Вычислим теперь якобиан 

Р (щ, « 2 , . . . , И„) 

12> 

Составляя его и пользуясь теоремой о дифференцировании 
сложной функции, очевидно имеем 

Ох 

Р (ии ц 2 , • • - ,и„) 
Р (хи лг2, , лг„) 

диг дх 
дг дхх' Ох» 

ди, , диг дх ди, , 0и{ дх , 
3 * 0 ^ ' ' ' ' ' дх~п^"д^0х~а 

(Ои | ди^дг^ дц,,, . дип дх 
дх, ' дг 0хх Ох» * дх дх2 

дип . дип дг 
Ох дл 

(58) 

Вычисляя последний определитель, представляем его в виде 
суммы определителей, в которых каждый столбец образован из 
первых или вторых слагаемых в элементах определителя (58). З а 
метив, что определители, в которых два столбца образованы из 
вторых слагаемых соответственных элементов, равны нулю, ви
дим, что 

Р (ц,, гг2, . . . , ип) = Р (и„ ц 2 , • . ., ип) _|_ дг Р(иг,и%, . . ., и„) , 
Р (хи х2, хп) Р (хи л-2, . . ., -г„) дхх Р (г, Х 2 , . . . , хя) 

/СО'Ч 
дх Р (и„ ы2, • . . , и„) , . дх Р(щ, ц 2 , . • . , ц„) 

~>~ дх2 Р (хи г, х3>... ,хп) дхп Р (хи х 2 , . . . , *„_!, г)' 

Мы можем без труда выразить коэффициенты последнего уравне
ния через коэффициенты X,, Х2, Х„, X. Заметим для этого, 
что функции (56) образуют решение уравнения (27) и мы имеем 
п уравнений 

1дх, '•дх2

 1 ' • • 1 "*0хл 

(59) 

связывающих п-\-1 аргумент 

X,, Х2, • • •, Х„, X. 

4« 

(60) 
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Так как не все определители таблицы 

дщ дщ ди, ди{ 

дх,' дх2' ""' дхп' дх 

равны тожественно нулю, — именно при нашем предположении 
определитель из первых /г столбцов есть как раз определи
тель (57) — аргументы (60) пропорциональны определителям таб
лицы, взятым с соответственными знаками, и мы имеем 

X, X, 

Р (х 2 ,х 3 , • • • ,хп,х) Р (л',, х 3 , . . ., хп,г) 
Хп X 

Р (.VI, хо,. • . ,х„ л , г ) Р (хи х 2 , . . . ,х„) 

Переводя в определителях, стоящих в знаменателях, столбец 
с производными от г на подобающее место, соответственно ра
венству (58'), получаем 

Хг Хо 
^ Р ( Ц | , !!•>,• • • , Ц „ ) £ _ ^11-1 Р (и и И 2 , . . . ,11,,) 

Р (г, х 2 ) . . .,*„) 
Х„ 

Р (х„ 2, . . . , Х „ ) 

£> ( х р Х 2 , . . . , 2) I) (.VI, Х 2 , . . . , X,, ) 

Заменяя з последних равенствах г его значением (54) и обозначая 
через ( — 1)" М общее значение всех отношений в этих равенствах, 
получаем: 

Р ("!,-• • -_Л*«) _ X Р (ии. .., и„) 
£> ( хх , . . ., х„) М' Р(х, х 2 , . . . ,х„) 

-С* (XI , . . . , х „ _ и г ) 

вследствие чего равенство (58') принимает вид 

д ( ц > - . . . Я ) ^ | £ _ 
О ( Х р Х 2 , . . . ,Х„) 10Х1

 гдХъ 
г? ^2 

В правой части мы получили результат подстановки вместо 2 его 
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значения в уравнение (23), т. е. нуль, так как (54) есть решение 
этого уравнения. Значит, 

М = 0. 
и (л-,, х2>. . ., л:,,) 

Но М не равно тожественно нулю, иначе были бы нули все коэф
фициенты X, Х,,...Х„, чего нет по первому предположению о г. 
Значит мы имеем тожественно 

Р ("1. "а» - - ,« , , ) _ д 
2) (л-,, х 2 , . . .,*„) ~ 

откуда вытекает, что функции и,, и2, . . . ип связаны некоторой за
висимостью, и мы имеем тожество 

со ( г / 1, щ, . . . , и „ ) = °. 

откуда ясно, что (54) удовлетворяет уравнению: 

со ( г г,; ц а , . . ., и„) = 0, 

т. е. что (54) есть обыкновенное решение уравнения (23). 
П р и м е р . Рассмотрим уравнение: 

( л . 3 + г з _ 1) ^ + ( ^ + / Г = — Г ^ 2 + ^ | = о. (61) 

Коэффициенты уравнения (61) обращаются в нуль, когда 

2 = У 1 - х 2 , (62,) 

если знаки корней У 1 — г 2 , У " х ' 2 - ] - г / 2 - Г г 2 — 1 , равных при вы
бранном г соответственно :±: х, —у, выбраны подобающим образом. 
Далее, второй коэффициент уравнения (61) перестает быть голо
морфным вблизи всякой точки (х0, у0, г0), в которой или г 0 = 1 или 

- * 0 2 + # 0 2 + 2 0

2 : = 1 -
Но 

2 = 1 (62») 

очевидно, решение уравнения (61). Также уравнению удовлетво
ряет, как не трудно убедиться, 

г=У 1—х*-у*. (62а) 

Значит, при применении метода § 13 решения (62,), (62^, (62д) 
могут быть потеряны. 

Ищем теперь обыкновенные решения уравнения (61). Они на
ходятся решением уравнения 

У(х,§,г) = 0, (63) 
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в котором V удовлетворяет уравнению 

Последнему уравнению отвечает система 

</лг <к & 
х* + г* — 1 ху+УТ=# + 0 

Один из ее интегралов 
х — г0. (64х) 

Остается интегрировать уравнение 

с1х ¿1} 

Л - - - [ - 2

2 —1 ~~ ху + УТ^-Ух* + + 2 2 — 1 ' 
считая в нем, на основании (645), х постоянным. 

Положив 
мы преобразуем последнее уравнение в 

а\и Л / 

" 2 —1 ~ иу + Уи34-«г —1 ' 
Если положить теперь 

и = К и —1*1 (IV — '— —-—, 
Уи- — 1 

будем иметь 

еш — г — или К I 1 аи = (и1 — 1)а1, 
и1 + УГ- + 1 ' 

откуда 
* _!_ 1/Я _!_ 1 ¿ 4 - ^ 4 - 1 

ц —1 
ы + 1 

Возвращаясь к старым переменным, находим второй интеграл си
стемы 

х — к 1 — г 2 

откуда вытекает, что самый общий вид уравнения, дающего обык
новенные решения х\ 

Отсюда ясно, что (62.2) обыкновенное решение; оно получается, 
если мы положим 

Ф(и, ю) = и — 1; 
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также (62() обыкновенное решение; оно получается, если мы по
ложим 

Ф(и,©) = — . 
V 

Но решение (623) особенное. Положив 

имеем равенство 

которое при некотором Ф, если решение (623) не особенное, должно 
быть тожеством, чего быть не может, так как тогда было бы то
жеством и равенство 

очевидно устанавливающее зависимость между дг и и. 

ГЛАВА ВТОРАЯ. 

СИСТЕМЫ ЛИНЕЙНЫХ ОДНОРОДНЫХ УРАВНЕНИЙ В ЧАСТНЫХ 
ПРОИЗВОДНЫХ. 

20. Замечания общего характера. Условимся обозначать зна
ком р,- производную от г по дг,: 

' дг 
* = -д*7 

и рассмотрим систему из т однородных уравнений: 

X, [г) = X? р, х?» + . . . + х™Ра = о 

: : : : : : : : : > 

ХП1(г) = Х1^Р1+^р^Г ... + Х<*ра=0, 
в которой коэффициенты Х^ зависят только от независимых пере-
меных х,, дг2, . . . , хи. 

Про уравнения (1) мы будем всегда предполагать, что они 
линейно независимы относительно 

Рп Р.» • • • » Р„» (2) 
т. е. что из них можно найти т из этих аргументов. 

Если мы имеем 
\ т — п, 

то из системы уравнений (1) можно найти все аргументы (2) 
и заменить ее системой 

Р, = 0, р.2 = 0 , . . . , рп — 0. 
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Последняя система говорит, что единственное решение системы 
(1) в этом случае есть 

г —С, 

где С—произвольная постоянная. 
Обозначая левую часть уравнения (1) с нумером г знаком Х,(г): 

Х^)=Х\1)р1 + ^ 2 ) р з + • • • • + ^ГР,„ 
мы будем называть Х,(г) линейным оператором. Знак X, (г) пока
зывает, какие действия над г, состоящие из дифференцирований 
и умножений составленных производных, надо выполнить для 
нахождения этой левой части. 

Операторы 
Л » , XI*) ,Хт{г) 

мы будем для удобства иногда называть операторами системы (1). 
Система (1) получается приравнением нулю ее операторов. 

21. Замечания о линейных операторах. Выберем два каких-
нибудь уравнения системы (1), например уравнения, отвечающие 
операторам Х{{г) и Х^(г) и выполним операцию 

Х<(Х/г))-Х£Х<(г)). (3) 

Выражение (3) кажется зависящим от вторых производных от г. 
На самом деле это не так. Можно, именно, доказать: 

Т е о р е м а . Выражение (3) не зависит от производных вто
рого порядка от г. 

Для доказательства достаточно установить, что коэффициенты 
при всех вторых производных в (3) равны нулю. Возьмем одну из 
производных второго порядка 

— — (4) 

Эта производная может быть получена двояким образом: или диф
ференцированием по хк производной р1, или дифференцированием 
по X; производной Р к . Ищем коэффициент при производной (4) 

(5)' 

Производная -г— Р; получается после дифференцирования по хь, кв-
0Х}: 

ковое в операторе Х{ снабжено умножением на коэффициент Х^ 
слагаемого X® рх суммы Х^г); значит указанная производная в (5) 
входит с коэффициентом Х^Х^ . 

Производная 4— Р к получается после дифференцирования по х1г 

ох, 
каковое в операторе Х1 снабжено умножением на коэффициент 
Х^ слагаемого Х^к)рк суммы Х^г); отсюда ясно, что указанная 
производная в (5) входи: с коэффициентом Х\* Х^*\ 
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Вследствие этого коэффициент при производной (4) в (5) равен 

Повторяя приведенные рассуждения для 

(5') 
увидим, что коэффициент при производной (4) в (5') равен 

Сравнение полученных двух коэффициентов говорит, что коэффи
циент при производной (4) в разности выражений (5) и (5') ра
вен нулю, что и требовалось доказать. 

Так как от дифференцирования аргументов (2) в выражении (3) 
ничего не остается, то при составлении выражения (3) на эти 
аргументы можно смотреть как на постоянные. Из этого ясно,, 
что коэффициент при некотором рк в выражении (3) равен 

Х1Х?)-Х£Х?) 

и что, следовательно, мы имеем 

да/*))- да») = 2 {хьх?)-х1Х™))Рк. (з'> 

*=1 
22. Скобки Пуассона. Положим, что даны две функции 
/(*!> Ход. • • ,Х,„ Р и р.2, . . . ,р„), Г(хи ДГ2, . . .Хп, ри р.2, ... , рп), 

в которых на все аргументы: 

Х\, х.2,.. - ,хп, рх, р2,.-.,рп 

мы смотрим как на независимые переменные. 
Выражение 

2АдРк дх* дх" дР'< 
мы будем называть скобкой Пуассона и обозначать знаком (/, .Р): 

Отметим следующие свойства скобок Пуассона. 
1) Выражение (3) есть скобка Пуассона для Х^г) и Х£г), т. е. 

(хи я , ) = д а / * ) ) - (7> 

Действительно, смотря на все аргументы в 

ад = х*> Рх+х?'Р, + • • • + х? рп 
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как на независимые переменные, очевидно имеем 

0р* Ц 

Значит, не выписывая сокращающихся членов со вторыми про
изводными, имеем: 

А л " др, дху 1 др2 дх2

 1 ' дРп дхи ' 

откуда непосредственно вытекает справедливость равенства (7), 
так как по определению скобки 

^(дХ%дХ, дХ,дХЛ 

к=1 

2) Переставляя функции / и Р , мы очевидно меняем знак каж
дого слагаемого в (6), откуда вытекает, что 

( / , Р ; = - ( Л /)• (8) 
3) Так как постоянный множитель выносится из-под знака про

изводной, имеем 
(/, СР) = С(/, л . 

4) Так как 
(9) 

к=1 

дхк \дРк

 + дРк 

к—п 
д/ ЭР д/ дГ\ 
бРк бхк бх, 

к=х 
* дРк) 1 2^[дРк дхк 

Л=1 

д/ дФ 
дхк дРк _ 

имеем 

5) Так как 
(10) 

2Ь " / о 1 / ^ д/ дкР\ 
\дРк дхк дхк дРк) 

к=1 

Д- = 1 

ЭР о>/ д Р \ , 
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. д± д1Л 

к-1 

( / ( л ^ = х(/,л + ^С,>). Ш) 
б) Так как 

2 1 <У дФ (у., ? г , • • •,?,) д/ дФ О, , ? , , . . . , ? , ) \ 

\дРк дхк дхк дхк I 
к-1 

1̂ /. 2 д ъ д х " дх" 2Ф* др><' ~ 
к-1 1=1 1 = 1 

2'~в дФ V I д/ 0Ф1 д/ дъ 
д<?1 2 дРк д * 1 : д*к дРк 

1=1 к=1 

имеем 
( / ,Ф( ? 1 , ? з ) . . . , ^ ) = ^ ? 1 ) - | - | ^ ( / , 9 2 ) + . . . + | ^ ( / , с ? 5 ) . (12) 

7) Чтобы иметь в одном месте все свойства скобок Пуассона, 
отметим еще следующее тожество: 

^ (?, 0 М ) + (т-, (Ч ? ) ) + К (?, т0) = о. (13) 
В этом тожестве каждое последующее слагаемое получается из 
предыдущего круговой перестановкой элементов 

? , 'т, 

Тожество (13) называется тожеством Якоби. 
Для его доказательства замечаем, что скобка 

1 ' 2\др< дх* ^ <к' 
¿ = 1 

однородная функция как от производных с?, так и от производ
ных Ф. 

Значит скобки, входящие в (13), однородные функции от вторых 
производных от функций ср, Ф, ш - Следовательно, доказав, что левая 

^ Ч а с т ь (13) не зависит от вторых производных от функций <?, Ф, оз, 
мы этим самым докажем, что она тожественно равна нулю. Пока
жем, что она не зависит от вторых производных функции <р. От 
этих производных могут зависеть только два последние слагаемые 
в левой части (13). 
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Положим 

( ' т , . / > 

¿ = 1 
)'=П 

У— 
Ор, 

д/ 
дх, Ох, 

тогда 

(т, К ?)) = х, (хг Ш, (ш, (?, ф)) = - (Ш) (ф, ?)) = _ ад(?)) 
( т , (ш> <?)) - Г К (?, т ) ) = № (?)) - Х ^ (?)); 

ко выражение, получившееся в правой части последнего равенства, 
как мы установили в § 21, не зависит от вторых производных 
от '•?. Итак наше утверждение доказано. 

23. Замкнутые системы. Возвращаемся к системе (1). Составим 
все возможные скобки Пуассона, выбирая по две левые части урав
нений (1): 

( Х ( , Х , ) = В Д ( г ) Ь В Д ( * ) ) . 

Каждая такая скобка по сказанному в § 21 равна линейной функ-

^ ( д а ^ - Х Д ? 0 ) ) / * (14) 

ции 
к = 11 

от аргументов (2). 
Если х решение системы (1), то имеем тожественно 

ад = о, ед = о 
и, значит, 

к=п 

(Х{ ,Х) = ^ (ХДХ? } ) - Х / Л - Й ) ) К = 0. 

Из этого ясно, что в дальнейшем следует различать два случая. 
Случай (А), в котором каждое выражение (14) есть линейная 

функция от функций: 
Х&), Х2(х),...,Х,„(г), 

т. е. случай, когда тожественно 

(Х„ Х3) = А^Х, + А™Хг + . . . + А^Хт; 

в этом случае каждое равенство 

(Х„Л}) = 0 

справедливо само собою, если справедливы равенства 
х,=.о,...,хт = о. 
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В случае (А) система называется замкнутой. Итак, система замк
нутая, если скобка Пуассона для любых дзух ее операторов есть 
линейная функция от ее операторов. 

В случае (В), когда условия случая (А) не соблюдены, система 
называется незамкнутой. 

Некоторые равенства 

( Д , Хр = 2 [ Х ^ - Х ^ П р , = 0, (15) 

не представляя собою алгебраических следствий системы (1), 
устанавливают новые зависимости между аргументами (2), которые, 
однако, должны удовлетворяться всякой функцией г, удовлетво
ряющей уравнениям (1). Следовательно, присоединив к системе (1) 
те из равенств (15), которые алгебраически независимы от урав
нений системы (1), и откинув в новой системе те уравнения, ко
торые линейно выражаются через другие, мы получим новую си
стему уравнений, которые состоят из уравнений (1) и некоторых 
других уравнений: 

Хт + 1 (г) = ^ ' + ] р х -4- Х^+1рп = О 

ал 
Х„1+т{г) — Х^^ ру + • - - +Х"+шЛг — ° ' 

число которых по крайней мере не меньше одного; при этом от 
замены системы (1) системой из уравнений (1) и (1х) не потеряна 
ни одна из функций г, удовлетворяющих системе (1). 

С новой системой из уравнений (1) и (1г) мы можем возобно
вить наши рассуждения. Она может оказаться замкнутой и, значит, 
приготовленной к интегрированию,-но может оказаться не замкну
той. В последнем случае к ней можно прибавить несколько, по 
крайней мере одно из уравнений: 

Хт+т].+\(2)== ^ т + v^l+lPí  Ч~ • • • ~\~ Х'т^+т^+1рп = 0 

(12) 

и заменить систему из уравнений (1) и (1,) системой из уравне
ний (1), (1^, (12), не потеряв ни одного решения системы (1). 

Продолжая так далее и замечая, что после каждой операции 
число уравнений системы увеличивается по крайней мере на еди
ницу, мы, после ограниченного числа действий, или получим замк
нутую систему, что заставит нас прекратить дальнейшие преобра
зования, или получим систему из п уравнений. 

Всякая система из п уравнений, очевидно, замкнутая; если 
- т = п и уравнения алгебраически независимы, из уравнений 
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можно линейно выразить ри.-., р„ через Х^г),. . ., Х„(г) и зна
чит, всякую скобку Пуассона, которая есть линейная и однородная 
функция от р и р.2,. . ., рп, можно линейно выразить через Л' 1(г), 
Х2(х),. ..,Х„(х). 

Собирая все сказанное, заключаем, что интегрирование всякой 
незамкнутой системы (1) может быть заменено интегрированием 
замкнутой системы. 

24. Якобиева система. Если система (1) замкнутая, то всякая 
скобка Пуассона (Х„ Л:) есть линейная функция от Х^г),.. .,Х,п(х),т.е. 

( З Д ) = А^Х^ + А^ХХх)-^ . . . +А^>хш(х), 
0=1, 2 , . . . , /п. у = 1, 2 , . . . , т). 

Если в последних формулах все коэффициенты А^'^ равны ну
лю, то все скобки (Х{, Х}) тожественно равны нулю. В этом по
следнем случае система (1) называется якобиевой. Итак, якобие-
вой системой называется система, когда все скобки Пуассона, 
составленные при помощи ее операторов, равны нулю тоже
ственно. 

25. Две теоремы о замкнутых системах. Докажем две тео
ремы о замкнутых системах: 

Т е о р е м а 1. Если система (1) замкнутая, соответственно 
якобиева, и если мы выполним какое-нибудь преобразование перс -
менных, вводя вместо хи х%,.. .,хп переменные уи у.2,..., уп по фор
мулам 

¡/1  = <?1 (*и х2,..., хп) \ 

::::;::::[ м 
Ун — '?ЛХ1> х2> • • ••*»)>) 

то мы получим замкнутую, соответственно якобиеву, систему. 
Если ql производная от х по у{, то преобразование (16) ме

няет оператор Х,(х) в линейную функцию от qx, <7 2 , . . . ,<7„. Обозна
чая ее через У^х), имеем, после выполнения преобразования (16), 

ХХг) = ГЫ (/ = 1 , 2 , . . . , т ) . (17) 

Положим, что система (1) замкнутая: тогда 
г а д . ) = а д ( 2 ) (х^х)) ^ 

- А™Х&) + А?»Х2(х)+.. • + Л ( „ : - / Х . (2) 

Выполняя в последнем тожестве подстановку (16) и пользуясь (17), 
получим: 

2 7 В Д ) -г/у* (*))=(г» *0) = 
= А*» У/х) + А™ УЦх) +... + А™ Уш(х), 

откуда ясно, что высказанная теорема справедлива. 
В последнем равенстве знаком / мы обозначаем функцию от 

аргументов уи.-.,у„, полученную из функции /(хи х.2,...,хп) путем 
исключения аргументов хг, л-2,. . . , хп при помощи формул (16). 
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Если, в частном случае, все скобки (Хи Х : ) были равны нулю 
тожественно, то были нули все коэффициенты А^'^ и, значит, все 
скобки ( У „ У}) равны нулю тожественно, что подтверждает утвер
ждение теоремы о случае якобиевой системы. 

Отметим, на всякий случай, что уравнения системы, полученной 
преобразованием переменных, очевидно линейно независимы; пред
положение противного, после обратного преобразования перемен
ных, привело бы к заключению, что и уравнения данной системы 
связаны линейной зависимостью. 

Найдем еще выражение У., (г), это даст нам формулу, которой 
мы часто будем пользоваться в дальнейшем. 

Так как 
дг дх_ с/1'?, , дг сЬ 9 . , дг <Э?„ 
дхк~ду~[ дх~~к

 + ду~2 дх~к

 + " ' ^' 
то 

к=п к<=п 

^ - Х 1 I I ^ 1 _ Х уЮд?» 09*2л * дхк~^----^дуп2 < дхк 

/£ = ] Л = 1 

= ^ . ( ? 1 ) + ^ | ( т я ) Ч -
Значит, мы имеем 

Поло жим 
Р1 = А?Х,+ А?Х3+...+А[т)Хя \ 

Рт-Л^Х^А^Х.2+...^А<:)Хт , 

считая, что определитель 
4(1) л 1 1 (2) ,1т) 

Ат А™ А (2) 
т ' 

л(7н) 
т 

не равен тожественно нулю. 
В этом случае справедливость равенств 

• Л = о , . . . > Р „ = о 

влечет за собой справедливость равенств 

* , = <>,... = 
обратное очевидно. 

' Системы (19) и (1) мы назовем эквивалентными. 

(17,) 

(18) 

(19) 
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Т е о р е м а 2. Если система (1) замкнутая, то эквивалентная 
ей система (19) тоже замкнутая. 

Преобразование (18) можно выполнить постепенно при помощи 
т шагов, вводя при каждом шаге одно из уравнений (19) и сохра
няя т — 1 уравнений, введенных в предшествующем шаге. 

Для выполнения первого шага можно положить, если, например, 
коэффициент не равен нулю (а один из коэффициентов А\1\ 
Л (2) л(т) \ 

А\ Ау наверное не нуль;: 
Рх = А\л)Хх + А?Хг+... + А™Хм 

Р-2 ~ Х2, • • • ,Р,„ = Хт. 
Выразив X, через Рл и Х2,...,Хт, мы найдем из (18) выражения 
Р.2,. • Рт через Ри Х2,... ,Хт и заметив,* что Р.3 и Р, не связаны 
линейной зависимостью, сможем при втором шаге заменить опера
тор Хо оператором Р.,, сохраняя операторы Р 1 ( Х 3 , Х т и так 
поступать далее. 

Для доказательства теоремы, следовательно, достаточно дока
зать теорему для преобразования (18'). 

Так как при этом преобразовании вводится только оператор 
Р„ то достаточно рассмотреть скобки 

{РиХ.>), ( Р : , * 3 ) , . . . , (Р1гХю). 
Имеем 

к=ш к=ш 

( Л . Ъ) = %№*Хк, Х<)=%А(?(Хк, Х,)+^ Хк(А?>Х,). (20) 
* = 1 й = 1 Аг=1 

Но вследствие замкнутости системы (1) каждая скобка (Хк, X,) ' 
равна линейной функции от операторов Хх, Х2,.. ••, Хп; значит пра
вая часть последнего равенства — линейная функция от этих опе
раторов и так как каждый оператор Х1} Х.>, • • •, Хш на основании 
(18') равен линейной функции операторов Р , , Р 2 , . . . , Р , „ , то скобка 
( Р „ Х^ выражается также линейно через эти операторы, что 
и требуется доказать. 

26. Нормальная система уравнений. Вследствие их алгебраиче
ской независимости относительно аргументов (2), из уравнений (1) 
можно найти некоторые т из этих аргументов: положим, что 
можно найти 

Ри Р » • ••»/>,„ (-21) 

и преобразовать систему (1) в систему вида 
i (ш+1) i ('»-(-2) | I (ii) п \ 

РХ + « 1 Рш+1 + «1 Рт+2 "Г • • • И" «1 Рп = 0 

I (22) ч 
I 

I (»"+1) I (ш+2) • I | (и) п 
Рш+ат Рш+1 + ат Рт+2 Т • • • + < Р„ = °" ) 

Система (22) называется нормальной. Она, очевидно, эквива
лентна системе (1): каждое ее уравнение получается из уравнений 
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системы (1) умножением их на подобающие миноры определителя 
у{1) у(2) у(т) 

уО) у(2) у (да) 

сложением произведении и делением на этот определитель. Сле
довательно, по второй теореме § 25, если система замкнута, то 
соответствующая ей нормальная система (22) тоже замкнутая. 

у Т е о р е м а . Всякая замкнутая нормальная система есть 
якобиева система. 

Дав уравнениям нормальной системы (22) вид 

(22) 

Рх(г) = P l + afl+l)

 Р т + 1 + . . . + a f V , = 0 ] 

РшЫ-Рш+^Рш* + ••• + «!?/»« = О, ] 
мы можем писать, так как система (22) замкнутая, что 

+ Р 2

{ ' Л Р 2 4 - . . . + £ ! Г ) Р „ , (23) 
Но скобки (Р{, Р ; ) не зависят от аргументов 

^ Р1, Р>, ••,?„.. (21) 
Действительно, производные 

д Л <?РУ 

Р̂Г 
от этих аргументов не зависят, так как Р , , . . ., Р ш линейные функ
ции от аргументов (21); производные же 

дРу ЙР, 
Эх7' Эх7 

от аргументов (21) не зависят потому, что в уравнениях (22) коэф
фициенты при этих аргументах равны 1 и значит производные 
по хх, лг2, . . . , хп от этих коэффициентов нули. 

Следовательно, правая часть равенства (23) не зависит от аргу
ментов (21). Но в ней от Р х 'зависит только Рх; значит б ^ р а в е н 
нулю; далее от р 2 зависит только Р 2 ; значит В 2 ' л равен нулю. 

^-Продолжая так далее перебирать слагаемые правой части равен
ства (23), мы убедимся, что все коэффициенты в ней нули, и что 
скобка 

( Р , РЦ 
равна нулю тожественно, что и требовалось доказать. 

5 Н. Гюнтер. 
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27. Об икобиевых системах. Основываясь на теореме § 26, 
можно утверждать, что справедлива теорема: 

Т е о р е м а . Всякая замкнутая система может быть переде
лана в якобиеву. 

Такое преобразование может быть сделано многими различ
ными способами; чтобы доказать теорему, достаточно указать один 
из них. Такой способ преобразования мы имеем в преобразовании 
в нормальную систему, которая по теореме § 2б.якобиева и в ко
торую может быть преобразована всякая система. 

Т е о р е м а . Если система (1) якобиева и 

'•? С*1> Хо,. • . ,Л-„) 

есть одно из решений уравнения 

Х} (2) = х\1)

 Р 1 + х?) л + • • • + х[п)

 Р„ = о, 
принадлежащего системе (1), то каждая из функций 

Х.21?),Хй(о),....,Хт(?) 
решение этого уравнения. 

Действительно, так как система якобиева, мы имеем тоже
ственно: 

(Хх, X,) ^ Хг (Х{ (г)) - X, (А, (г)) ^ 0. 

Подставляя о на место г в последнее тожество и замечая, что 
по заданию 

заключаем: 
0, г = 2, . . . , т , 

что и требовалось доказать. 
28. Метода Якоби. Метода интегрирования систем однородных 

уравнений, к изложению которой мы переходим, требует, чтобы 
интегрируемая система была якобиевой. 

Если данная система 

Хг <*) = X? Л + X? Л + - • • + X™ Р я = 0 | 

; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; > <*> 
Х9 (г) = Х™Р1 + Л ? А + • • • + - С Р п = 0 

будучи замкнутой, не якобиева, то ранее приложения методы надо 
заменить ее ей эквивалентной нормальной системой, скажем соста
вить систему (22). Предположим, что система (1) якобиева, т. е. 
что справедливы тожества С\ 

( В Д , X, (г)) = 0. (£ = 1, 2 , . . ., т, ] = 1,2, . . . , т) (24) 
Выберем какое-нибудь уравнение системы (1), например первое: 

Х1 (г) = Х[1)

 Р 1 + X? р, + . . . + рЛ = 0 
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и найдем систему его независимых решений, число которых равно 
п — 1. Для этого надо найти интегралы системы 

Хо 

х{1) х'"] ''' х(п) ' 
левые части этих интегралов будут требуемыми решениями. По
ложим, 

<?2 Сч, х 2 , . . ., х„), % (хи х 2 , . . х„) (хи х 2 , х „ ) (25) 

эти решения. 
Так как функции (25) решения взятого уравнения, то 

Л Л Ы ^ О , (к = 2, 3 п). (26) 

Положим, что коэффициент Х[^ не равен нулю; отдадим ка осно
вании этого предпочтение аргументу х, и введем новые переменные 
независимые, сохраняя х1 и взяв за остальные функции (25). Обо
значая эти переменные буквами у2, Уз, • • ,уп, имеем 

#2 = % , #3 = % > - • • , ^ „ = : с ? „ -

Из последних уравнений можно найти х 2 , х 3 , . . ., х„, так как по до
казанному в § 7 функции (25) алгебраически независимы отно
сительно этих аргументов. 

Если мы условимся обозначать через ди д.2, • • •, дп производные 
от г по новым переменным независимым, то после введения новых 
переменных первое уравнение системы (1) примет по фор-

^ муле (17,) вид 

АЛ (х,) д,+Хх (Ъ) 9 2 + . . . + X, ( ? в ) дп = О, 

где чертой наверху, как и прежде, мы обозначаем результат вве
дения в функцию от х1г х.2,. . ., х„ аргументов х{, у2, -. •, уп. Вслед
ствие (26) последнее уравнение имеет очевидно вид 

Л ? 94 = 0. 

Уравнение с нумером (г) системы (1) преобразуется в уравнение 

АЛ (хО д, + X, Ы д2 • • • + ХК (?„) дп = 0 

и система (1), так как очевидно 

хлХ1) = х? 
преобразуется в систему 

^ ^ = 0 ) 

Я а = < ^ х + ^ Ы У а + - - . + ^ Ш ' 9 , 1 = 0 [ { 2 7) 

Хм = Х%Ч1+Хт{ъ)ъ+ . . . + Хт(?п)д,=0. ) 
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Заменяем систему (27) ей эквивалентной 
91 = 0 

У, (*) = У? 9 3 + П 8 ' 9з + • • • + 9„ = 0 1 

Уш <*) = 9-, + Г? 9з + • • • + У^ 9„ = 0 I 
положив для удобства 

у?=Ш,). 

Так как система (1) была якобиевой, система (27) также якобиева 
и, значит, замкнутая. Значит, эквивалентная ей система (12) также 
замкнутая. Мы докажем, однако, что система (12) якобиева и что, 
сверх этого, коэффициенты ее от лг, не зависят. 

Отметим, что когда система (1) нормальная, системы (27) и (12) 
не отличны одна от другой; в случае нормальной системы, именно 

Л ^ = 1 , Л-,(1' = 0, г > 1 . 

Чтобы доказать эти утверждения, достаточно вспомнить, что по пер
вой теореме § 25 система (27), как получившаяся из якобиевой 
системы преобразованием переменных независимых, должна быть 
якобиевой. 

Поэтому, положив для удобства 

Х?> = У (I) к 

и обозначая через Хх, Х2, - • • > Х„ левые части уравнений (27), мы 
прежде всего, имеем 

к = 11 7:, 
ОХ" 

к = 1 

откуда, приравнивая нулю коэффициенты при д.2> ? „ . . . , 9„, заклю
чаем, что 

дУ™ дУт дУ{п) 

т- е. что наше второе утверждение справедливо. 
Применяя далее формулу (3') § 21, имеем 

к=п 

(л 7,, х}) = 2 Е Э Д * } ) - ^ ( ¥ ? } Я Чн - о, 
откуда 

л у да л у д а 
X, (у?)-X] ( УТ) - о = Х?>-£- - X* + У , ( у ^ - у ^ у ^ 

^У, ( Г ^ - Г Д Г ^ - О . 
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Следовательно, 
к=п 

(у<> у) = 2 - ^ 9, = 0, * = 2, 3 , . . . . т., / = 2 , 3 , . . . . п 
к =2 

что и требовалось доказать. 
Из сказанного вытекает, что последние т — 1 уравнений си

стемы (12) образуют самостоятельную замкнутую систему от т — 1 
независимой переменной и интегрирование системы с п перемен
ными независимыми нами фактически сведено к интегрированию 
системы с п — 1 переменной независимой. 

Отдав предпочтение первому уравнению этой последней системы 

П = У? ? 2 + У? % + • • • + У? ЧЯ = 0, (28) 

возобновляем на системе (12) операции, выполненные над систе
мой (1). 

Если 
та (Уь, Ув>---> У»), • • • . т1.. (#2> Уз> • • • >У„) 

решения уравнения (28) и если в уравнении (28) коэффициент У® 
не равен нулю, берем в системе (12) за новые переменные неза
висимые 

*1, У 2, 4 = т1; (У2, УЗ,-'- >Уп)> • - , = т"» (#2> г/3» • - • . # » ) • 

Если г 1 г Г о , . . . , г п производные по этим переменным независимым, 
то система (12) преобразуется в систему, эквивалентную системе 

Я, (*)=#!= О ( 
/? я (г) =/•, = () | 
/? 3 (г) = Я 8

( 8 > г 3 4- /? <4) г 4 + . . . 4- г п = 0 ' (13) 

Я„, (г) = г3 + /г£> С г я = 0, ) 

в которой 

Последняя система якобиева и в ней коэффициенты не зави
сят от хх и у2-

Возобновляя рассуждения над последними т — 2 уравнениями 
системы (13) и продолжая так далее, мы после т — 1 операций 
получим систему 

5 1 ( г ) = 5 1 = 0 
5 2 (г) = 52 = О 

1и 

(1„) 
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в которой коэффициенты 5 ^ не зависят от х х , у > , г'а,. . . ,"„,_].; пе
ременные независимые и и , к л последнего уравнения си
стемы (1 т ) удовлетворяют уравнению с нумером т — 1 системы 

Если 
%,-И К»» г'т + 1> • • • •»,,). • • •» Ш п (»„,. »,„ + !.••• •»») ( 2 9 ) 

алгебраически независимые решения последнего уравнения си
стемы (1 т), то они, как не зависящие от х и у „ , Л,,. . . ,1г„, I, удовле
творяют всем уравнениям системы (1„,). 

Выражая в них V,,,, у т + и . . . последовательно через незави
симые переменные систем (1т^1), (1 т_-2), (1о) и (1), мы преобразуем 
функции (29) в функции 

Л т + 1 (х1> Х2, • • • , Л" ,) '>„ ( х и Х-2, • • •, Хп), (29') 

образующие решение системы (1). Эти функции алгебраически 
независимы; действительно, если справедливо тожество 

д ( » т + 1 Л . + 8 , . . . » я ) ^ о , 
то возвращаясь к переменным независимым х^у.,, 1Л,... ."„—и 
ют,...,уп мы заключим, что справедливо и тожество 

е ( { В т + 1 > с в т + 2 . - " -«>„)^0 , 
чего быть не может вследствие алгебраической независимости 
функций (29). Из сказанного еще вытекает, что нами найдены все 
алгебраически независимые решения системы (1); если бы суще
ствовало еще одно решение этой системы 

+ 1 ( х и Х . г , . . . , Х „ ) 

то оно, после введения переменных независимых системы (1ш) 
обратилось бы в некоторое решение системы (1,„): 

и, значит, как решение последнего уравнения этой системы, вы
ражалось бы алгебраически через функции (29); отсюда ясно, 
что ^„+1 выражается алгебраически через (29'). 

Итак, замкнутая система из т уравнений с п переменными не
зависимыми имеет п — т алгебраически независимых решений. 

Отметим, что если S произвольная функция от ее аргументов, то 

^ ( ^ . + l , W • • A . ) 
решение системы (1); последнее ясно из того, что 

2 К + 1 . » + 2 . • • • . « О 

есть решение системы (1„). Обратное также справедливо: так как 
всякое решение системы (1 я ) некоторая функция от <»„,-)-р. • -,<"„, вся
кое решение системы (1) некоторая функция от Ьт+.г.. .гЬп. 
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Заметим в заключение, что если из системы (1) могут быть 
найдены производные ри р.,,... р„„ т. е. если определитель 

(1) у(2) X >Х X1 (»') 
(30) 

не равен тожественно нулю, то функции (29') алгебраически неза
висимы относительно аргументов хт+1,...,хп. Если бы этого не 
было, то, исключая эти аргументы, можно было бы установить 
равенство 

2 ( 0 

в котором функция <? не постоянная, так как иначе функции (29') 
не были бы алгебраически независимы. Но, по сказанному, ср ре
шение системы (1); отсюда вытекает, что 

Х\ (О 
дх1 

(2) до 
дх 

! у(т) = 0 

у(1) С''? I у (2 ) ^? _1_ | у<"0 — 
л " ' э * ; - 1 " ^ » дх2

 1 • • • " г - Л « 

и вследствие неравенства нули определителя (30): 
д * = 0 - ^ = 0 - ^ - = 0 дх, ' дх2 дх„ 

т. е. «р, противно условиям, постоянна-
29. Примеры. 1) Найти самое общее решение системы 

х \ (2) = Р\-\гх\ х * = 0» 
X 2-4- ЛГо2 

Аз (г) = р 2 + х а лг 3р 4 = О, Х 3 (г) = р 3 -| 1 - р 4 = 0. 
Исследуем прежде всего, замкнута ли система. Составляя скобки 
Пуассона, находим 

(Хъ Хо) = 1 • 0 + ^*8 • 0 — (1 • 0 + х 2 х3 • 0) = 0 

№ Д » ) = 1 ' ^ р , + х 1 х 3 - о - ( 1 - л - 1 р , + ^ " + ^ . 0 | ^ о 

(А-2, А-3) = 1 • х,р, + х2 х3 • 0 - ( 1 • * 2 р 4 + ^ 3 + ^ 2 • о) ^ 0 ; 

система замкнутая; так как она нормальна, то она якобиева. 
Интегрируя первое уравнение системы 

р1-\-х1х2р1 = 0, 
составляем систему 

с!х, л7л-2 а!хя с1х.1 _ 
~^~ПГ~~1Г~х1~х3' 
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ее интегралы 
•*2 = С*2» "̂ 3 ~ ^8» 

последний интеграл находим интегрированием уравнения 

(1x1 — х х х 3 с?дгх = О, 

в котором .г8 постоянно, и получаем 

х± 2~ л 1 2 х9 ~ ^ч* 

Итак решения первого уравнения системы 

_ 1 о 
Х-2У хЗуУ* — xi 2~Х1~Х3Ш 

Берем за переменные х х , х„, х 3 , у ± . Так как 

2 1 ' / 2 1 1 2 2 ' 

то новая система имеет вид 
М г ) = ?1 = о 
К 2 (г) = 7 2 4- хо х э ? 4 = О 

Хо~ 

УЛ2) = ЧъЛ—1-«74 = 0. 

Интегрируя второе уравнение системы: 

<724-х2-Гз<71 = 01 

составляем систему 
(1x2 <^хъ <Л̂4 

ее интегралы 

*з — Оз» #4 2~ л ' 2 2 х ' л ~ 

Решения уравнения: 
* _ 1 2 

*3» '4 — 91 ~2 х2 •*•> 
Берем за переменные 

х1> х2, хЪг ¿1' 
Так как 

новая система имеет вид 
^ = 0, /-2 = 0, /-3 = 0. 
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Ей удовлетворяет функция 
г = и. 

Возвращаясь к старым переменным, последовательно находим: 

1
 1 9 х1 , х2 

г = *4 =У4 -^х%

г хг = х 4 2 ха-

Итак одно из решений системы: 

2 3 ' 
а самое общее ее решение 

г = о> / х± £ хь 

2) Найти самое общее решение системы 

Х-1 (2) = *1 Р1 — *ч Ра + * з Рз — *4 Р4 = 0 

Хо (г) = х3 р, + х 4 р 2 — хх р 3 — х 2 Р4 == 0. 

Исследуем, замкнута ли система. Так как 

(Хи Х,) = ( — хг р3 4 - х2 р 4 + х 3 р х — х 4 р 2 ) — 

— (*з/>1 — Ра — *1 Рз 4" *2 Р 4 ) = 0. 

то система якобиева. Интегрируем первое уравнение системы: 

*\Р\— ХчРъ-^Г ЧРЪ — * 4 Р4 = 0. 
^ Составив уравнения характеристических линий 

а7хх а!х2 <1х3 (1х± 

Х\ Хо Хп ' 

легко находим интегралы 
х1 ХЧ ~ У& х<2 х3 — Узг х1 ХХ

 = Ух-

Взяв х„ г/2, у3, г/4 за новые независимые переменные, вычисляем: 

Хъ(Уъ) = хзх2~1гх.1х1=Уа'>гУи Х2(Уз)—хххц — х1 ^ 2 = ^ ^ £ — у* 
У-2 

Уч. 
Данная система преобразуется в 

(у*+уд ?2 + ( ^ - л ) -I- (—7- ) ^ 4 = о . 

Берем второе уравнение. Система его характеристических линий 

Ф[2 = <Фя = ^Ух 
( У з + ^ 4 ) у 2 УзУх—У^ УаУх — Уъ 
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имеет очевидный интеграл 

Ух #з — Ср 

Для нахождения второго находим, пользуясь теоремой о рав
ных отношениях: 

о(Уз = Ух Луз + Уз Лух+Уч 
(Ув Т ¿ / 4 ) #2 # з Ух (Уз + У 4 ) 

откуда 

У*<1узУх—УзУх А У« + с^а = 0, с? ( - 4 - #а 

\ Уъ 
Второй интеграл системы, следовательно, 

У-2 ' 

Самое общее значение г значит 

2 = ««> ( У А — Уз, Л-У-2^=Ш (-4 Л"4 — Л"2 Хз, Х3 Х 4 + Хг X*). 

Проинтегрируем еще раз предложенную систему, переделав ее 
предварительно в нормальную, чтобы осветить значение выбранной 
для интегрирования якобиевой системы. 

Решая относительно рх и р 2 , находим: 

V / \ I Х3 ХХ Х \ Х2 Л ' Г " л2"' А 
УМ = Рх+ х „ Рз V г - : - V - Р± = 0-

- Г 1 Л 4 I х-2
 хз - Ч - м . л 2 .1^ 

у ^ ) = р . 2 - я з + ^ : ' _ : _ " ' л ; Р±=о. 

Интегрируем первое уравнение системы. Составляем систему 

<?х1 = ^£2_ = <^з =
 с1хх 

Один из интегралов системы лг2 = С 2 . 
Умножая числитель и знаменатель первого, третьего и четвер

того отношений соответственно на х 4 , — х 2 , х х и применяя теорему 
о равных отношениях, находим, что написанные отношения равны 

о " ' 
т. е. что 

УС?) *^3 1 ^*з 

есть другой интеграл системы, а 
2 л 3 

одно из решении уравнения. 
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Вычисляя Ус, (л 4 хх — х2 хв), мы могли бы найти еще одно реше
ние уравнения Ух (г) на основании сказанного в § 27. Не прене
брегая этим, находим: 

У, (х, хх - *2 х3) = - х 3 ± х ^ Х Т х Л ' 2 + 7 х ~ х 7 Х ^ ° -
л 1 А 4 ~ Г л 2 л3 л 1 л 4 ~ Г л 2 л а 

Новое решение не найдено; но вычисление не бесполезно, так 
как должно быть все равно выполнено при преобразовании системы. 
Умножая теперь числителя и знаменателя первого, третьего и чет
вертого отношений соответственно на х2, х1} х3 и применяя тео
рему о равных отношениях, находим, что написанные отношения 
равны 

Хо йхх 4р хх <1х3 -{- х3 с1хд __- _ , 

откуда ясно, что последний интеграл системы и последнее реше
ние уравнения соответственно 

Хо Хд ~ р Х3 Хд — Сд 
и 

Хо Хд - р Л"3 Хд. 

Вводим новые независимые переменные у3 и уд, положив 
х\, Хо, У3 = Хд Х\ Хо Х31 Уд = Д'о Хд ~\- Х3 Хд. 

Так как 
2 1 о 

Г , | \ Хд' | Х3" , ХЯХ_1 Хд Уа л 

а (Хъ X, 4- ДГ3 Хд) = х х - , -г4 4- - * 3 = О, 
•*1 -* 4 - р ДГо л 3 Х± - р 1^ ДГ3 

то преобразованная система имеет вид 
41 = °» 9-2 = 0. 

Ей удовлетворяют функции у3 и уд. Значит данной системе 
удовлетворяют 

Хд Хд Хо Х3г Хо Хд —р Х3 Хд 
и самое общее ее решение 

2 = о> (Хд Хд — д:2 х3, х2 хл 4" *з Хд), 

где <п — произвольная функция двух ее аргументов. 
3) Найти самое общее решение системы 

Хд = А + / Е 7 2 + Р з = 0, Х2 = хг р1-\-Хор.2-\-х3р3 = 0. 

Вычисляя скобку Пуассона, находим 
(ХХ ,Хо)=Рд-\- Ро -'- Р3 = Хд, 

т. е. что система замкнутая, но не якобиева. Переведя ее в нор
мальную: 

г-» л о _ "̂ З г\ 
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получаем якобиеву систему. Интегрируя ( первое уравнение и со
ставив для него уравнения характеристических линий, получаем 

с!хл _ с1х2 _ с1хв 

х2 — хх 0 — (*3 — ' 

Интегралы системы: 
Л*д Л'о 

Х-2 Хд 
Так как 

второе уравнение в новых переменных 

9 2 = 0 , 
откуда 

4) Система 
Х\ — Р1 + Р2 — РЗ = 0, Х2 = Л-2 Р) + л" 3р а + р 3 = 0 

не замкнута, так как уравнение 
(Хи Х2) = р! — р 2 4- Рз = 0 

не есть следствие уравнений системы. 
Самое общее решение этой системы: 

г— С, 
где С произвольная постоянная. 

30. Задача Кошн. Имея дело с замкнутой системой (22), ре
шенной относительно производных рх р 2 , . . . , р т , можно поставить 
следующим образом задачу о нахождении решения, удовлетворяю
щего заранее поставленным условиям. Даны числа: 

причем выбраны так, что вблизи них коэффициенты системы (22) 
голоморфны как функции от хи дг2, • . - ,хт, когда хт + 1 г . . .,хп заданы 
в некоторых областях. 

Кроме того дана функция 
^ {хт-\-\,Хтг\-ь • • • ,Хп), 

голоморфная вблизи некоторых значений хт+и. . .,хп из указанных 
областей. 

Найти то решение системы (22), в котором 

г = 9 (хт+! , х ю + 2 , х „ ) , (31) 
когда 

у _ „(0) х — , № х „(0) / 3 1 ч 

Указанную задачу мы назовем задачей Коши. 
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Решение задачи получается просто, если предварительно ее 
решить в некоторых п— тп частных случаях. 

Найдем сначала п — тп решений системы (22), положив в (31) 
функцию 0 (*„,+!, . . последовательно равной х т + и хт+.2,... , х п . 
Такие решения мы будем называть главными. 

Значит, функции 

^ш + 1 {хи х& • • • гх

т, хт + \> • • • >хп)> $т + 2 (х1>- • • У х

т , * м + Ь • • • 'хн)> • • •» 

Ти (хи • - • 'хт> хт + 1> • • • >хг) 

образуют главные решения, если имеем тожественно: 

Ф 1 (хт,хг,{0) х { 0 ) х х ) = х 
т т+ ^х1 'ХЪ '• • • > хт > хт+ V • • 'хп>— хт + 1, 

Чт + 2Кх

1 >Х9 >>• • ->х

т> хт + 1>- • '^п' — л т + 2'' * 

(33) 

• и V-1 [ ,Х.2 ' • • • > "•„, > л ,„4-1' • • • > хп/ — л„-

Покажем, как найти главные решения, когда каким-нибудь обра
зом найдены п — т алгебраически независимых решений системы (22). 
Положим, что 

941 + 1 (*(> х2> - • •>•*!»» Хт + 1>- • • 'хн)> ? т + 2 {Х1,Х},. . . ,Хт, Хтл-д, . . •>-*•,,)• • •, 

?» (Х\, • • • ,Хт, Хт +[,... ,Хп) (32) 

суть такие решения системы (22). 
Составим систему уравнений 

^ ю / \ ( № (°) (°) (о'Л 
'.?> 4-1\*И*2>- • • ,*»»' х

т+1>- • •' Хп>— м н + И - 1 ' ! ' • • ''хт' хт + 1>'- ' ' А ' п 1 

"> (х х х г 1 —в (х{ЩхЛ г < 0 > у ( 0 ) у < 0 ^ • п \Хцх2' • • • >хт' 4-1> • • • I хп) г1» V х ! >л2 ) • • •, х т , х т + р . . . , х п ), 

в правых частях которой хи...,хт заменены их начальными значе
ниями, а х т + р . . .,л„некоторыми произвольно выбранными числами 
лт+1>' • ">лп • 

Если мы в уравнениях (33) заменим д-],...,д: о т их начальными 
значениями, то мы получим систему уравнений 

<о (х{0) - ( 0 ) х(0)х И - . , Г У ( 0 )

У

( 0 ) У ( 0 )

У

( 0 ) , Г<«1 

т т + 1 V 1 > —2» "•'лтш1'т + 1>'"'хп1—Тт+1\х1 >ХЪ » " ч - * я г | * т + 1 ••Ап 
(33,) 

<о(х{0)х^ х(0) х х ) = 9 (хт х*(0) х(0) х(0) л ( 0 ) \ 
. » ^ 1 » л 2 '"•'•кт'хт + 1>ш,''хп> >п\х1 > х2 '•->хт > хт + V''Хп >>) 
которая имеет очевидное решение: 

Хт + 1 = хт + 1>- • •' хп^ = х п • (ЗЗо) 

Решим систему (33) относительно Последнее воз
можно; мы показали в § 28, что из функций (32) нельзя исклю
чить последних п — т аргументов. 
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Пр имечание. Последнее было установлено в предположении, 
что первые т аргументов произвольны и, значит, имеет место, 
если лг1,. . .,*'„/, достаточно произвольны. Решив в § 34 задачу 
Коши другой методой мы увидим, что условия, перечисленные 
в начале параграфа, достаточны. 

Положим, что мы получим: 

+ ! = т1,» + 1 Л"2> • • • ' Хт> хт + !>••• <х,) 

хп ' и» ^ 1 ' л 2 » ' ' • > хт> х»1 • • 

(34) 

Каждая из функций Ф.ш + „ . . . , Ф;1 будет функцией от <?ш + г , ..., '•?„, 
как непосредственно видно из системы (33) и, значит, будет ре
шением системы (22). 

Далее система (34) равносильна системе (33). Значит система 

г ( 0 ) ( (О № то ч (0) 
т + 

X 

равносильна системе (330, а так как (33]) равносильна системе (332) 
то, значит, мы имеем тожественно: 

<Ь ( М .(") „то "\ = -
,1И+1^ДГ1 > х2 >• - ->лм > л ш +1'' • - >хп'— хт+1 

1 Ф (хт хт хт X х) = х 

откуда вытекает, что 

искомые главные решения. 
Когда найдены главные решения, решение задачи Коши полу

чается сразу. Нетрудно именно убедиться, что 

2 = 0 ( ф , г + 1 , ф , „ + 2 , - . - , Ф , 1 ) 
есть искомое решение. 

Функция г—решение системы (22), так как г функция решений 
этой системы. При этом после замены х и . . . ,хт через х^\ . • .,х^ функ- / 
ция г обращается в 

О (хт +1, Хт + 2, • • • ,*?»)> 

так как после этой системы Ф т + 1 , • -.,Ф„ обращаются в хт + 1,. ..,хп. 



§ 30. Задача Коши 19 

Отметим, что найденное нами решение единственное. Если бы 
задача имела два решения, то разность этих решений была бы 
решением системы, обращающимся тожественно в нуль по замене 
хг,х2,...,хт их начальными значениями. Как решение системы, 
эта разность была бы некоторой функцией 

от главных решений; как таковая, она обращалась бы в 
М ( Х т + 1> -Хш + 2> • - • > х п ) 

после замены хх, х»,. .-,хт их начальными значениями. 
Отсюда ясно, что указанная разность ш равна нулю тожественно. 
Рассмотрим для примера второй пример § 29. Мы нашли, 

что система замкнута и может быть преобразована в систему: 

„ I Х 3 Х . 1 ~ Х \ Х 2 „ х * + *2 2 „ _ П 

ХдХд-^- Х.2Х3

 Х1Х4, Ч Х

2 Х 3 

Р а ~ ^ 8 + ^ 2 р 3 + ^ 4 7 Х ' ' Г ' 2 Р 4 = 0, 
А'1 Х± -\- Х2Хо х\Хд ~ Г Х2Х3 

которая имеет решениями: 
Х±ХХ х.2х3, Х2Хг -)'- Х3Хд. 

Выбираем начальные значения х\°\ х "' аргументов хг, х.2. Числа 
х\°\ х(

2

0) не должны быть одновременно нулями; если они не нули 
одновременно, то всегда можно выбрать начальные значения х3 и л' 4 

так, чтобы л1л-4 - р х2х3 имели начальное значение, отличное от нуля. 
Положим, для удобства х^ = 0, дг3°' ф 0 и найдем соответ

ствующие им главные решения. По данному выше правилу надо 
решить относительно х^3\ х[°^ систему уравнений 

(0) „С) Х±Хд ХъХ-з — Л"<> Л"3 , ХъХ \ ~у~ Х3Хд X. 4 
Выполняя выкладки, находим: 

10) _ _ Х.2Х3 Х4*1 (0) (0) Х%Хх-\-Х3Х± 
Х3 (0) » Х4 Х2 у у у у ' 

х\ Х1Х3 х \ х \ 
Искомые главные решения: 

Х2Х3 — л У ч (0) Х2Хд-гХ3

хд 

Если надо найти то решение системы, в котором 
- = п ,-. = 4°) г = 6(л-3, л-4), когда л-а = 0, х2 = х2 , 

то искомое решение: 
/ *3*3 — *4*1 „(0) 

I х

1? ' 2 хм-хм)' 
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31. Исследование более общего случая. Если имеется система: 
'(!)_ I у ( 2 ) „ I I У ( » ) п 1 у ( ' » + 1 ) _ I I у ( " ) . •о 

Хт Рг\~т Р2 + • • • " Т Л т ?т-\-Л рт + . . . -\~Хт рп = 0, 

(1) 

замкнутая, но ненормальная, то мы умеем решать поставленную 
в прошлом параграфе задачу Коши только тогда, когда система (1) 
разрешима относительно р и р а , • . .,р,„ и после решения дает систему, 
коэффициенты которой голоморфны вблизи чисел , х\°\... ,лг(0) и 
некоторых начальных значений остальных аргументов, т. е. когда 
ее можно преобразовать в нормальную систему (22) со свойствами, 
описанными в прошлом параграфе. 

Если считать, что коэффициенты системы (1) голоморфные 
функции вблизи указанных значений аргументов хи х.2,. . .,хт, то это 
обстоятельство будет соблюдено, когда определитель 

у (1 ) у(2) у("0 

у(1) у1- ) у1 
Л т > Лт>-

(2) г(т) 
(35) 

не обращается тожественно в нуль после замены хи...,хт через 
(0) ~(0) ТЧ 

х \ > • • • • хт • Если именно он не равен тожественно нулю после 
этой замены, то можно выбрать начальные значения хт_^1,...,хп 

так, чтобы его начальное значение было отлично от нуля и чтобы 
коэффициенты нормальной системы, полученной решением си
стемы (1) относительно р и - • ->р т, оказались голоморфными вблизи 
начальных значений независимых переменных. 

Если это условие не соблюдено, то не при всякой функции 
6(х о т + 1 , . . .,д-и) система (1) может иметь голоморфное решение, 
обращающееся в ®(хт + 1,.. -,хп), когда 

(311) 
(0) 

Л"2 Х2 » 

Чтобы убедиться в этом, условимся временно обозначать знаком 
1хГ) 

результат замены в Л\ ' аргументов х1} х2, . . ., хт числами 

-1 >• чХ^. При таком условном обозначении то обстоятельство, 
что определитель (35) равен нулю, когда хи..., хт заменены через 

1 , • • ,хт , запишется так: 
( * Г ) , (Х?\ 

= 0. (35х) 
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Полагаем, что г есть голоморфное решение, обращающееся 
в 0 (хт + р • • • ,хп) когда выполнена замена (31!). Подставляя в уравне
ния (1) вместо г его значение и заменяя, затем, в них хи х2,...,хт 

(0) (0) (0) 
через х\ , х\ ,...,хт, получаем равенства: 

( ^ ) Ы + д а М + • • • + ( * П ( л . ) + г(2> 

Ас. 

т ) 

50 

• • • + ( * Г ) 0 О 

• + с С ) а о 

в которых 
ш + 1 

(Рх), (Р2>| • 

(36) 

•» (р т)» (37) 

равные результатам замены в производных от г по х]г х2,...,хт 

этих аргументов их начальными значениями, ограничены, если г 
было голоморфным решением. 

Вследствие равенства нулю определителя (350, из уравнений (36) 
можно исключить функции (37) и получить одну или более зави
симостей, связывающих производные от функции 6; одну, если 
есть минор определителя (35^ не равный нулю; может быть не
сколько, если все миноры его нули. 

Если хоть одна из этих зависимостей не соблюдена, система (1) 
не может иметь голоморфного решения, требуемого вида: она или 
совсем не имеет такого решения, или имеет не голоморфное, такое, 
в котором хоть одна из производных 

Ри РЪ- • ->Рт 

перестает быть конечной после замены хи х.2, хт через 
,(°) (о) иг 

х.т . Например, положив в примере прошлого параграфа 
•о, 1 и» л 2 

заключаем, что система примера 2 § 29 может иметь голоморф
ное решение, в котором 

г = 0(х 3 , х 4 ) , 
когда 

Хх=0, ' Хс, = 0, 
только тогда, когда 

Х*Ч1г

 Х*-дх^-°> 
т. е. когда б — функция от произведения д:3л-4. 

В этом случае наша система имеет бесчисленное множество 
требуемых решений. 

6 Н. Гюптвр. 
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Например, каждое решение этой системы, имеющее вид 
г — 9 [л-8лг4 + ххх2 + (хдХ1 — х2ха) о> (х3х,д + ххх2, хдху — ХоХ3)] + 

+ ( • ^ 1 — - ^ з ) Ч*а*4 + *1*2> х±х1—х2х3), 

где со и 9 произвольные функции от их аргументов, обращается 
в 0 (х3 х4) при хх = О, х 2 = 0. 

Это обстоятельство имеет место и в общем случае; мы осветим 
его, занимаясь системами неоднородных уравнений. 

32. Общий случай задачи Коши. Подобно тому как в случае 
одного уравнения, мы можем рассматривать следующую задачу: 

Найти решение системы, в котором при 

х1 ~ ^1 (х

т + !>••• >хп)> Х2 — ^2 ( х

т + 1» • ' " '*»»)» • • •» 
Хт ~ (Хт+ 1'Хт+2ш • ' >хп) 

имеем 
г = 6 (хт + „ х т + 2 , х п ) . (31',) 

Эта более общая задача сводится к рассмотренной введением 
новых независимых переменных. 

Положив 
*1 — &1 = *1» *2 — &2 = • • • Хт — &«. = К„ 

мы сводим задачу к следующей: найти решение преобразованной 
системы, в которой при 

5Х = 0, Е2 = 0 , . . . ,? т = 0: г = Цхт + 1,...,хп). 
Так как 

дг _ дг дг_ дг_ дт_ дг_ д\, . 
д7{~~6%' 1 < т ' дх,-~ дх; дх, дх; ~дГ„ Щ' } > т ' 
то система (1) преобразуется в систему 

4 % + . . . +г™9я + 4 ^ ч т + х + • • • + 4 Ч = о , 
{к = Х,2,...,т), 

в которой г неизвестная функция новых независимых переменных, 
а <71(.. .,с7„ есть ее производные по этим переменным, X результат 
исключения старых переменных из соответственного коэффи
циента X и 

2® = ~Х® , у ( № + 1 ) . . ^ (38) 
и х т + 1 и х п 

Задача может не иметь решения, когда начальное значение опре
делителя из коэффициентов Zk

i> равно нулю; в этом случае 
функция 9 ( * т • •,*"„) не может быть выбираемой произвольно. 

33. Характеристическое многообразие. Обобщая сказанное 
в § 11 и 15, мы назовем характеристическим многообразие 
измерения т: 
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%п + 1 (•*!»•••> хт> Хт+ V • • • 'хп) ~ Ьт+ 1 

83 

(хи .. ., хт, х т + х , . . . ,дг71) Ъп 

(39) 

в котором <? независимые решения системы (1). Характеристиче
ское многообразие (39) в случае системы т линейных уравнений 
зависит от п — т -4-1 параметров. 

Вспоминая сказанное в § 11, из формул § 28 заключаем, что 
для получения характеристических многообразий, расположенных 
на решении системы (1), надо с заменить функцией остальных 
параметров Ьт + . , Ь п и что всякое решение системы (1) есть 
геометрическое место его характеристических многообразий. 

Как выяснено в § 30, для нахождения решения, в котором при 

Чх, то + 1> •>Хп)> (31) 

т. е. для нахождения решения, заключающего данное многообразие 
вида (31) надо исключить х®+1,. .(О) из уравнении 

{хи... ,хт,х. , )=в , (х

<0)

 х

{ 0 ) х т х^>) 

^ ? « ( * И • • ->Хт>Хт+1> • • ->Хп) = С Р « ( ^ 0 ) " • -уХш.^т+и • • ., 
(39') 

= в(. г(о) )• 

с т + У 
Мы именно там находили из первых п — т уравнений (39') 

,х^Ц с тем, чтобы найденные для них значения подста
влять в последнее уравнение. 

Но уравнения (39') определяют группу характеристических 
многообразий, выбранных из (39), зависящих от п — т параме-

(0) (0) 
тров хт + 1,..., х\ и проходящих через точки 

г ( 0 ) ..(О) * ( 0 ) 

1т+ 1» 

• (0) в / (0) (0)0 
> хп > 1 \лт+1 » • • •' лп !\ 

на многообразии (31). 
Итак, для решения задачи Коши надо из характеристических 

многообразий (39), зависящих от п — тгс-|-1 параметров, выбрать 
труппу зависящих от п — т параметров и проходящих через точки 
на многообразии (31) и составить их геометрическое место. 

Так как решение общей задачи Коши сводится к рассмотрен
ной простым преобразованием независимых переменных, а в выска
занном нами правиле выбор независимых переменных не фиксиро-
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ван, это правило применимо и при решении общей задачи Коши, 
с той только разницей, что данные точки вместо того, чтобы 
принадлежать многообразию (31), должны принадлежать много
образию 
х1 = &1 (Хт +!»•••> *„)» • • • >Хт = Ьт (хт +!»••• >*„)> 2 = 0 (*т + !>••• >х

п) 

измерение которого также равно п — т. 
Для примера, вернемся к первому примеру § 29 и найдем то его 

решение, в котором 

при Ху = л-4, х2 = Х.у, х&=1: 2 = (В (хд). 

Общее выражение точек, лежащих на последнем многообразии: 
(а,«,1, со (а), 

где а — произвольный параметр. 
Уравнение характеристического многообразия в рассматривае

мом случае будет: 
-М -*-2 7 

Хд — ^ хй = о, г = с; 

уравнения многообразий, проходящих через указанные точки: 
V 2 „ 2 

Хд 2—— хз = а — 0.2, г = со (а); 

уравнение их геометрического места: 

Повторяя определения, данные в § 10 'и 16, мы назовем характе
ристикой, расположенной на данном решении, всякое многообразие 
измерения п — 1, принадлежащее этому решению и некоторому 
другому. 

Таким образом уравнения 

г = °>1 ОК» + !.•••> 2 = »2 (* м + ! , • • • .*„) 

определяют характеристику, расположенную на решении 

г - с о , ^ , . . . ^ ) , (40) 

какова бы ни была функция со2, отличная от со^ 
Не трудно убедиться, что если многообразие 

г = 0 (х 2 , • • •, хп), ху = Э (х2,.. ., х„) (41) 

есть характеристика, то соблюдены зависимости 
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Действительно, положим, что из уравнения 

» 1 (*,„ + ,, • • •, *,,) — Ш2 ($т + 1, 'У = о 
можно найти х{. Левая часть этого уравнения удовлетворяет 
системе (I); обозначим ее через Ф (х1гх„). Отыскивая производ
ные от хи находим 

^-дх-^Ж-Г°'_ ••'")• 

Умножая последнее уравнение на , давая г значения 2 , . . . ,п и 
складывая полученные произведения, находим, воспользовавшись 
тожествами 

+ 4 Ж > # - 0 , (к = 1,2,...,т), (44) X 

что 
с>Ф 
дх 

1 • 2 

Л к ~А Л к 

Ох\ 
= 0, (к=1, 2 , . . . . , т ) 

откуда вытекают тожества (42). Функция 6 не может быть вы
бираема произвольно; не трудно установить зависимости, которым 
она удовлетворяет. 

Из сказанного ясно, что характеристика есть геометрическое 
место характеристических многообразий, зависящих от п—т—1 
параметров. 

А Мы указали в прошлом параграфе, что задача Коши не всегда имеет 
определенное решение. Не трудно убедиться, что последнее обсто
ятельство имеет место, когда многообразие (31/) измерения п — т 
принадлежит некоторой характеристике. Действительно, если 

Ф(&1. хш + 1,...,хп)^0, (45) 
то 

Ш Л + ^ г ° - < / — + 1 "> да> 

где черта наверху обозначает результат замены х1г... ,хп через 
,&„,. Умножая последнее уравнение на и пользуясь снова 

написанным выше тожеством, получаем 

^ ~ г де функции (38). Из последних тожеств заключаем, что опре
делитель из коэффициентов Z j£г ), вообще говоря, равен нулю, что 
и требовалось доказать. Из сказанного ясно, что все миноры 
этого определителя нули, когда многообразие (31') принадлежит 
двум характеристикам и т. д. 
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34. Метода Коши 1), Положим, что дана система 

X, (*) = й + а Г + 1 ) Р „ , + 1 + • * 
J_ J n) 

1 •а 

m \ ' 
1 W» +1) i 

:Р„ГГат Рт + 1~\----

} (47) 

(°) (°) (°) ^ 
и числа д:1 , х2 ,...,хт, вблизи которых коэффициенты системы 
голоморфны как функции от х1г лг 2 , . . . , хт, когда х т + 1 , . • •, хп за
даны в некоторых областях. 

Условимся прежде всего обозначать знаком 

<«f>K (48) 

результат замены в коэффициенте а'р аргументов хх, х2,. •., х,. чис-
~ - ( 0 ) -

•>хк 
(01 го) 

лами х\ , х2 ,. 
Таким образом (0^)1 функция переменных х2, х3, ...,хп; функ

ции (48) зависят только от хк + 1,.. .,хп. 
Л е м м а . Система уравнений 

(Х2 = р , + ( а Г +

 + ( « Г ). Рп = 0 ] 

(*« = р т + о с + ; х Р я +! + . . . + ю . Р и = о 

замкнутая, если система (47) замкнутая. 
Так как система (47) замкнутая, то для каждой скобки: 

(47*) 

f > i , ; > i , 

ибо, будучи нормальной, она якобиева. 
Но при составлении скобки функций Х{, Х3- нам не приходится 

дифференцировать по хх. Действительно, из вида скобки 

7.: = Я 

*=i 

дХ, dXs дХ, 
dph дхь дхк дРк 

видно, что производные по хх от Х{, Xj умножаются на производ
ные по Р х от этих функций; но при г > 1 , / > 1 функции Х{ и 
X,- от о, не зависят. Из сказанного ясно, что безразлично, заме-

(0) 
нить ли хх через х\ в последнем выражении, или выполнить эту 

!) Мы заимствуем название методы из книги: Е. D е 1 a s s u s, Leçons sur 
la théorie  analytique des équations. 
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замену в Х1 и Хр составив (Х^ц ( Х ^ , и затем вычислить эту 
скобку. Значит, если 

г > 1, ] > 1: ((Х01г (Х&) = (Хи Х& = О, 

что и требовалось доказать. 
Т е о р е м а . Если система (47) замкнутая и г = Ф (х2, х3,..., х„) 

какое-нибудь решение системы (472), а 

г = <р(*„ х2,...,хп), (49) 

т о решение первого уравнения системы (47) 

Р1+°Г + 1 ) Р т + 1 + - . - + а ? ) Р п = 0, (50) 

которое при хх = х^ обращается в ф. (х2, х3,..., хч), то (49) ре
шение системы (47). 

Из того, что Ф. (дг2, • • • > - О решение системы (472) вытекает, что 

(Х2 (Ш ^ 0, (Х3 (Ф))> = 0 , . . . (ф))1 г 0. 

Найдем решение уравнения (50), обращающееся в Ф при 
хх = х[°\ Положим, что (49) такое решение. Тогда по теореме, 
доказанной в § 27, вследствие того, что система (47) якобиева, 
каждая из функций 

* 9<?), * 8 ( ? ) . - . • , * „ ( ? ) (51) 
есть решение уравнения (50). 

Но каждая из функций (51) обращается в нуль по замене хх 

через х[°\ Действительно, так как 

мы имеем при г > /: 
(ХЛ9)\ = (ХШ^0. 

Следовательно, функции (51) суть решения уравнения (50), обра-
(о) 

щающиеся в нуль при хг — х\ . 
Так как задача Коши для уравнения (50) при сделанных усло

виях имеет единственное решение и так как уравнению (50) удо
влетворяет функция 

2 = 0, . 
то из сказанного вытекает, что 

А а ( ? ) ^ 0 , 1 3 ( ? ) = 0 1 „ ( ? ) ^ 0 , 

т . е. что функция <р, кроме первого уравнения системы, удовле
творяет и остальным ее уравнениям. 

Из сказанного вытекает следующий способ решения задачи 
Коши. Присоединим к системе (47) и (47<>) еще т — 2 системы: 
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(Х3 <*))а = р, + (аТ + X Pm + , + • • • + (4И))2 Р„ = О 

(473) 

( A . w ) s = P m н- ( « : ; : + ^ Р .+ , + • •• '+(«ï> 8 р . = о 

{Xm_l{z))m_„= 1 

= Р » - 1 + ( а т - 1 1 ) ) „ » - Я Р » + 1 - Ь " + ( " m - l ) m - 3 P » = ° L * 

= Р ж + ^ ; : + 1 \ t - 2 p № - i - • • • + ( й . . p » = o 

( * • » ( * ) ) « • - 1 = 

= P w + ( ^ i + 1 ) L _ 1 P № + 1 + - - - + ( « 2 ) ) » - , P . = 0. (47J 
Ищем решение уравнения (47ш), обращающееся в 0 (лгш + v . . ., х п ) 
При Х т = *т- ПОЛОЖИМ, ЧТО 

* = *„,(*«. хт + 1,. . .,хп) (52) 
есть искомое решение. 

Ищем решение первого из уравнений (47 ш _ 1 ) , обращающееся 
в «M*,». xm + v-'xn) П Р И Хт -1 = Хт-1 • Н а основании последней 
теоремы это решение удовлетворяет системе (47m_ 

Положим, что 
2 = Фш _ t (х,п _ х

т , х

т + Х„) (52,) 

есть решение первого из уравнений (47m _ ,). При хт _ t = - ^ / L i , 
* m = ; i : m о н о обращается в Ъ(хт + 1,. • -,-*„) так как при * w _ i = 

= *ï?_ii обращается в Ф т , а Фш при дгт = ^ обращается 
в 6. Поступая так далее, ищем решение: 

z = = <ïm— йС*!» —2> —1> * > л ' ш + 1»- • •» *„) (522) 
первого уравнения системы (47т о 2), обращающееся в при 
* , в _ 2 = д г т - 2 - Функция Ф т _ 2 удовлетворяет системе (47 т _ 2 ) и 
обращается в 6 при хт_2 = х^_2, хт_1 = х1^_1, х = х%; и т .д . 
Затем ищем решение первого уравнения системы (472), обращаю
щееся в ф3 при х2 — х2°^ Если 

z = ф 3 (* а , xt,. • .,xm, х

т + v хп) ( 5 2 м _ 2 ) 

есть это решение, то оно удовлетворяет системе (47,) и обра-
о (0) (в) Г 

щается в о при х2 = х2 , . .., хт = х т о ; наконец, ищем решение 
z = Ф (хи х2,..., * т , л- т + l f . . . , хп) (52 т о _ 2 ) 
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первого уравнения системы (47), обращающееся в Ф2 при хх — ; 
функция Ф будет искомое решение системы (47). 

Таким образом решение задачи требует интегрирования т 
уравнений: причем 

одного уравнения с п независимыми переменными, 
одного уравнения с п — 1 независимыми переменными, 

одного уравнения с п — тп -)- 1 независимыми переменными. 
П р и м е р . Отыскивая решение системы примера 1 § 29: 

*>1 ~Ь х1 хзРх = 0> />3 + *2*зр 4 = 0, р3-\--Хх ^Х"" Рд = 0, 

обращающееся в х± когда хг = О, х 2 = 0, х3 = 0, мы можем начать 
интегрировать с 3-го уравнения и найти сначала решение системы 

Рх = 0, р2 = О, 
обращающееся в х± при л:, = 0, лг2 = 0, считая, конечно, в этой 
системе независимыми переменными хи х2 и лг4. 

Этим решением будет г — х 4 . Остается найти решение уравнения 

Р з 1 2̂  /°4 = 0, 

обращающееся в х 4 при х 3 = 0. 
Последнему уравнению отвечает система 

с/х, а\хо. а\х3 <1х^ 
~Ъ~~ 0 ~~ 1 ~ х? + х? 

2 

г _ „ОТ г _ у ( °> „ * ! 2 + * 2

2 _ (0) •*1—Лу , д.2 — л 2 1 -ч 2 3 л1 ' 

и интегралы Коши 
_ (0) 

х \ — х1 

Искомое решение будет 
* 1 2 ~ Ь * 2 2 

2 = Х 4 ± Х3. 

35. Подстановка Майера. Положим, что система (47) замкнутая 
и дадим ей для краткости вид: 

Х1(г) = р1-\-А1 = 0, \ 
Хг,(г) = р.2 + А.2 = 0,. .., ) 

Д» (*) = />» + А » = 0. 
Отыскивая решение ее, обращающееся в 8 (хт + г,..., хп), когда 
хх = х° }, х 2 = х (

2

0 ) , . . . , хт = х(^} введем новые переменные, положив: 

х1 = х? +Уп х2 = х2]'+^8»- -м ( 5 4 > 

и оставляя переменные хт_^х,..., хп теми же. З а начальное зна
чение #1 следует взять нуль; начальные значения у<и--->Ут 
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не определены приведенными выше равенствами, и их можно взять 
произвольно. Обозначая буквами 

<7Ь<Ь- • ->Ят> Ят + 1 Яп 

производные от г по новым переменным, имеем 

Яг = Р1 + РаУа + • • • + Р«&т 

Чй = Р*Уи- •••>Ят = Р,»9\ 
Я т. +1 ~ Рт + I' • ' •' Яп ~ Рп' 

Следовательно, если 
(А,), (А.2),...,(Ат) 

обозначают результаты введения новых переменных в функции 
Аи...,Ат, то новые уравнения системы имеют вид: 

? 1 + < А ) + ( Л 0 # в + . - . + ( Л » ) у и = о 1 
< 7 2 + ( А ) дг = 0, , Чт + (А . ) Л = 0. / ( й 5 ' 

Применяя методу прошлого параграфа, мы сводим интегрирование 
системы сначала к нахождению решения системы: 

9-2 = 0,-. .,дт = 0, (56) 

обращающегося в 0 (хт + - •.,хп), когдау 2 ,• • • > Ут Р а в н ы начальным 
значениям. 

Такое решение, очевидно, будет 

После этого остается найти то решение уравнения 
Чг + ( А ) 4- ( А Ь 2 + - . . - + (Ап)ут = 0, (57) 

которое обращается в ®(хт + 1,.. -,хп) при ух = 0 и вернуться к ста
рым переменным. Интегрирование системы (47) сводится таким 
образом подстановкой (54) к интегрированию одного уравнения (57), 
хотя, вообще говоря, несколько сложного вида. 

П р и м е р . Проинтегрировать систему: 

Х\ (*) = Р1 + (*2 4" *4 — 3*1) р 3 + (Х3 + Хх Хо + ХДХД) РА = 0 

Х2 (г) = р2 + (х 3 х 4 — х2) р 3 -4- (дг^з^ + х2 — дг^г) р 4 = 0. 

Не зная, замкнута ли последняя система, мы не можем еще поста
вить задачи Коши. Составляя скобки Пуассона, находим 

(Хг, Хо) = (Х, + Х4 — Зхг) {ХдРз + ХДХДРД) + 

+ (дТд + Х , Х 2 + Х Л ) (Х3рз + Х!Х3р4) — 
— (Рз + ^1Р4) — (*1*Э*4 + *2 — *1*з) (Рз + Л 1 Р 4 ) » 

откуда ясно, что, приравняв нулю эту скобку, мы получаем урав
нение 

Р З + * 1 Р 4 = °1 

независимое от данных. 
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Присоединив это уравнение к системе, мы преобразуем ее 
в систему: 

YM = Pl + (xB + 3xflPi = О 
F 2 ( z ) = p 2 + x 2 p 4 = 0 

Последняя система есть замкнутая. Действительно, 

(Уи Г 2 ) ^ 0 . (Y„ У 3) = р 4 - р 4 ^ 0 , ( Г 2 , Г 3 ) = 0. 

Ищем решение последней системы, обращающееся в х 4 при 
Xi = х 2

 = = х% 0. 
Положив 

Х1=У1, Х^УдУ-г, Хц = у1у3, 

мы заменяем интегрирование системы нахождением того решения 
уравнения: 

4i + Oi#s + % 1 2 ) Pi +Ш-2Рх • У 2 -\~yiPi -Уз = ®> 
т. е. уравнения 

Ч1-\-{2у\Уз + ?>У*+У1У2) Р4 = 0» 
в котором z обращается в х 4 при ух = 0. 

Интегрируя систему, отвечающую последнему уравнению: 

dyi _ dy-2 _ dys _ а!хд 
1 о о г ^ з + з ^ + ^ а 8 

легко находим интегралы Коши: 
(0) (0) о 1 „ „ (0) 

92=92 > 9з=9а г Хд—у^уз—у^ 2 9192' = х*. > 

откуда вытекает, что искомое решение будет: 

г = хл— у ^ — у,3 ^ у?у£. 

Возвращаясь к старым переменным, получаем: 

3 1 о 
X — х 4 х л хх ^- Х2". 

36. Нахождение одного решения системы. Покажем в заклю
чение, как можно иногда найти решение замкнутой нормальной 
системы 

Х&) = 0, Х2(г) = 0, . . ., Хт(г) = 0. (58> 

Такую задачу, как мы увидим, нам придется решать, применяя 
так называемую вторую методу Якоби. 

Мы считаем, что система решена относительно производ
ных ри..., рт. 

Ищем какое-нибудь решение «рх уравнения 
Х1(г)=0, (59) 

отличное от очевидных решений х 2 , х 3 , . . . , хт. 

file://-/~yiPi
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Так как % решение уравнения (59), а система (58) якобиева, то 

Х^(?\) — ?2 
есть тоже решение уравнения (59). Если ср2 решение, алгебраически 
не зависящее от ср1; х 2 , . . ., хт, то вычисляем снова: 

^ а Ы = ?з 
и получаем новое решение уравнения (59). Если <р3 алгебраически 
независимо от с?,, ср2, х 2 , х т , продолжаем так далее, пока после 
нескольких операций, число которых не превышает п— 1, не найдем 
решения (?к^.1> выражающегося через ранее найденные и получим: 

Х2('^) = ? 2 , ЛТа0?2) = ?з» • • •, Х*(оК) = со (х 2 , х 3 , . - . , х,„, с?!, <?2, . . . , <рь) 

Пробуем теперь удовлетворить первым двум уравнениям системы 

Хх{х) = 0, Х.2(х) = 0, (60) 
положив 

х = Ь (хо, х 3 , . . . , хп, <?„ «?а> • • •. ?*)• (61) 

Функция г, как функция решений уравнения (59), первому из 
уравнений (60) удовлетворяет, какова бы она ни была. Подставляя 
вместо г его значение во второе уравнение, находим: 

т. е. 

0 * х 7 " ^ ^ % ' ' ^ < ? 3 " ' ' •• + ^ < 0 ( Х 2 , Л - 3 . •• •.^«' СР1. •••,?/.) = 0-(62) 

Е С Л И (61) какое-нибудь решение уравнения (62), мы получим 
из него, заменив ср̂  срк их значениями, некоторое решение 4*1 
системы (60), отличное от х 3 , . . . , х„„ очевидных решений этой 
системы; если бы % было равно функции от этих аргументов, 
то между х 2 , х 3 , . . . , х„„ ср2, . . . , ср/; существовала бы некоторая 
зависимость, что противно предположению. 

Так как решение системы (60) 
А - 3 ( « = * 2 

есть также решение этой системы; если Ф2 алгебрически не связано 
с х 3 , . . . . хт то имеем 

Х3 (^) = Фв. 
которое тоже является решением системы (60) и продолжаем так 
далее, пока не найдем решение системы, алгебраически выражаю
щееся через данные. Мы получим: 

Х3 (Фл) = Ф2, X, (Ф2) = Фа, . . . , Х3 (Ф;) - со (х 3 , . . ., х„„ Ф,). 
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Пробуем теперь удовлетворить первым трем уравнениям системы: 
Хх (z) = 0, Х2 (г) = О, X, (z) = 0, (63) 

положив 
г = Цх3, хт, Ф„ ф2, Ф;). (64) 

Функция z удовлетворяет первым двум уравнениям системы (63) 
при всяком выборе i>. Чтобы она удовлетворяла и последнему 
уравнению, надо, чтобы & удовлетворяла уравнению 

~ 1 г з + щ ; ь + S * 3 + ' • • + ш ( ' Г з ' " ' " ' х " 1 ' • • • л ) = ° - ( 6 5 ) 

Найдя решение (64) последнего уравнения и выразив его 
через хи ...,хп, мы возобновляем операции, привлекая последова
тельно уравнения 

Х*(г) = 0, .... Xm(z) = 0, 
пока не найдем решения всей системы (58). 

П р и м е р . Найти решение системы 
Х\ (z) = 2x.2*42Pi + х3

2х4рд - f х3*х-0р5 = О 
Хо (z) = 2х2р2 — Хдрд -f- х5р5 = О 

Л"з ( z) = *2*42/>3 + *1*3*4P4 + *1*3*бРб = О-

Система эта не нормальна, но замкнута. Действительно: 
(Х„ Х2) = 0, (Х 1 ; Х3) = 2х3*Х3 (z) - 2х1х3Х1 (z), (Х2,Х3) ^ 0, 

Уравнение 
2x2x.i

2pi - j - x3

2xiPi - f х 3

2 л: 5 р 5 = 0 

имеет решение <?j = — , как видно из последнего уравнения системы 

dxx dx.2 dx3 dx± dx5 

2х2Хд2 0 0 x3

2x± x3

2x5  

Подставляя это решение в выражение: 

2х2 

Х2 (z), 

находим 

^ 3 \ -̂ 4 I Х2Хд Х2 

Положив 
г = а (х2, хг, <?!), 

мы получаем для & уравнение: 

Ок2 ' аср! х 2 

из которого ясно, что можно положить 
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Следовательно, 

— ?i = = 
Хе, Х2Хд 

удовлетворяет первым двум уравнениям системы. 
Подставляя это % в выражение: 

а (г)> 

видим, что 

Значит 

Х ; Х 4 

1 * 8 М м = о. 
* 2 - V \ X2Xi, 

ХоХд 
есть решение предложенной системы. 

Примечаний. Мы предположили, что система (58) нор
мальная. Если система (58) якобиева, не будучи нормальной, 
попытка применить к ней указанный прием не всегда может 
удасться. Если, например, мы получим, что 

Хъ ОР1) = С= постоянному, 

то процесс первого шага придется считать законченным 
и решение системы (60) найденным; но это решение есть по
стоянное, почему непригодно для наших целей. 

ГЛАВА ТРЕТЬЯ. 

СИСТЕМЫ ЛИНЕЙНЫХ НЕОДНОРОДНЫХ УРАВНЕНИЙ 
В ЧАСТНЫХ ПРОИЗВОДНЫХ. 

37. Скобки Якоби. Переходя к изучению систем неоднородных 
уравнений, рассмотрим прежде всего некоторые образования, ана
логичные скобкам Пуассона. 

Положим, что даны две функции 
F ( x 1 , х 2 , . • . , х,„ х, ри р 2 , . • .,р„),/(хи х а , . . .,*,„ х, р1} р.,, .. .,рп) (1) 

от аргументов 
хи х 2 , • • •> х„, х, ри р 2 , . . ., рп (2) 

и положим 

_ дх 

Выражение 
[ Я Л 

называется скобкой Якоби 

(3) 
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Если функции (1) не зависят от г, то частные производные 
Ох 

дГ 
равны нулю, и скобка Якоби не отличается от скобки Пуассона. 

Скобки Якоби обладают свойствами, аналогичными свойствам 
скобок Пуассона. 

Ясно, именно, что 

и что 
II) [г,сп = С1г,п 
Ш) [ Я / 1 + / а ] = [^ / 1 ] + 1 ^ / 2 ] . 

Действительно 
дС/ дС[ 
дхк 

Р>< дх ~ Ь \дхк

 1 Р* дх)' др--СЦр-к  

Р к дх + -дх-) + дхк 

И*^ 
дх }' дРк дРк "Т" дРк ' 

так как 
д\/ а х / / д/ су \ , , / <?х , <п \ 

то очевидно имеем 

I V ) . [Р,ьП = ЧЪП+ПР,Ч-

Положим 

Так как 

_ ^ _ _ ^ а Ф ^ = ^ _<?Ъ_ Ж. — _х?1 

1=1 1=1 1=1 

и, значит, 

дх,. 

откуда имеем 

< ? / _ > П дФ (дь д9,\ 
р>< ~дх-~ 2 л ^ \ ^ Р к 

А-
1 = 1 

к = 1 
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к = 1 

2 
г = 1 

г = 1 

дФ д<в. 
Ри ^ 

I г: в к = п 

~ 2л дЪ дР* дг 
1 = 1 к = 1 

д'-о, I др 
дРк \дхк 

•Рк 
дГ 
дх 

Итак 

V) + ..'• + # К , ^ 

Равенство, которое точно соответствовало бы тожеству Якоби, 
для скобки Якоби не справедливо. 

Условившись писать для сокращения письма 

дхк ~*~Р* дх а\хк 

мы можем равенству (3) дать вид 

к — п д/_ ЛР 
дрк (1хк 

(3') 

Примечание. Мы упомянули, что равенство, точно соот
ветствующее тожеству Якоби, не справедливо. Составляя выра
жение, аналогичное его левой части, мы именно получим: 

дР 
[Р, [/, Ф]] + [/, [ф> Я ] + [Ф, / Л = ^ [/, Ф] + 

(4) 

Действительно, прежде всего, рассуждая как в § 22, мы 
можем установить, что левая часть последнего равенства не 
зависит от вторых производных от Р, / , Ф. Чтобы показать, 
что оно не зависит от вторых производных от Ф, рас
смотрим сумму 

[Р, и, ф ] ] - Н / > [Ф, П1 
которая одна только и могла бы содержать эти производные. 

Положив 
[Р, Ф] = Хг (Ф), [Г,Ф] = Х2(Ф), 

трактуя в операторах Хи Хч все аргументы хг.. . ,хп, х, р„ . . . ,р„ 
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как независимые переменные, мы можем последней сумме 
дать вид 

[р, [/, Ф]] + [/, [ф, П = \Р, [/, ф ] ] - [ / , Р, Ф]] = 
= ХХ [X, (Ф)]-Х2 [Ху (Ф)], 

откуда ясно, что наше последнее утверждение справедливо. 
Следовательно, вычисляя (4), достаточно сосредоточить 

свое внимание на членах, зависящих только от производных 
первого порядка. Пренебрегая поэтому членами, зависящими 
от вторых производных, мы можем писать: 

[Г,Ь, Ф ] ] _ . . . - 2 , д р к д г ) а ^ -
к = 1 

— | д1 45 дФ аТ дФ X I д/ <У 
~ " ' дг 2л дРн Л** д г 2л дРь ' 

к=1 к=1 

Выполняя круговую перестановку, получаем: 

г / Г ф Л 1 - 4 - ? * Ч ? 2 £ -
и, 1% П\ -Г-дг ^ дрн йх1: дг 2л дРи &к ' 

к = 1 & = 1 
А; = п к •• 
^ д/_ с1Ф_ д[_ ^ дР а!Ф 

дг 2л дР>< 4** д г 2^ дР" ' 
к = 1 к = 1 

-4. Складывая последние равенства, получаем, так как члены, 
содержащие вторые производные, сокращаются: 

[Р, [/, Ф ] Ж / , [Ф, Л ] + [ Ф , [ Я / ] ] = | £ [/» *] + 

как и требовалось. 
В ближайших главах нам не придется пользоваться по

следним равенством. 
Мы помещаем его в этом примечании, чтобы иметь в одном 

месте все свойства скобок Якоби. 
38. Замечание о скобках Якоби. Равенство (3') есть пока ра

венство символическое, данное для более легкого запоминания 
равенства (3). Если считать, что в (1) г, рх, ..., рп суть функции 
о т х х , ..., х„, причем ри • •., р„, суть производные от г по дг̂  . . . , х„, 

•#о производные от / и Р 7 по хх .. ., хп надо вычислять по формулам: 

с?л:л. <?лгл

 1 Р к дг ' дрх дххдх7. др.2 дхйдхк ~Г 

. | V 

7 Н. Гюнтер. 
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Считая, что г есть функция от хи х2, х„, а р1. . . ,р„ ее 
производные по этим аргументам, составим выражение: 

Я = И (дР_ _ ¿1 д[_ аТ_ 
кдРк а\хк др,: с1хк 

к = 1 

(5) 

и докажем теорему. 
Т е о р е м а . Выражение (5) не зависит от вторых производных 

от функции х. Чтобы установить справедливость теоремы, заметим 
прежде всего, что 

дЧ дР( др. 
дх^х^ дх^ 6x1 

дЧ 

(б; 

Следовательно, для нахождения коэффициента при -\—^— в сумме О X ̂  О Хл Тс = п 
^ дР ¿1 
£Л С>Р>.- с1хг. 
к = 1 

надо принимать во внимание два слагаемых этой суммы: то сла
гаемое, в котором выполняется дифференцирование по х3-, и то сла
гаемое, в котором выполняется дифференцирование по л;,. 

Коэффициент при 
дЧ ^ д?1 

дх^х^- сЦ-

в том слагаемом суммы (6), которое дифференцируется по Хр равен 
дР_ д)\_ 
дРз др^ ' 

коэффициент же при 
дЧ _ др у 

дx^xj дх{ 

в слагаемом суммы (6), которое дифференцируется по хи равен 
дР д/ 
дР1 др/ 

дЧ 
Следовательно, коэффициент при ^ ^ в сумме (6) равен 

дР, др^др, дР/ { П 

Так как сумма (7) не меняется от перестановки /•* и / , то коэф-
дЧ 

фициент при ^ ^ в сумме 

2 Ж. ^ 
др!; а'х,, 
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равен тому же числу (/), откуда ясно, что производная-^—^— 

в сумме (5) сокращается, а это и требовалось доказать. 
Из доказанной теоремы ясно, что записанная символически 

в виде (3') скобка Якоби равна выражению (5), если в функциях (1) г 
трактуется как функция от аргументов хх, х2, • • •, хп. 

39. Случай линейных выражений. Положим теперь, что 
функции и / линейные функции от Р х , р2, • • - , рп-

Положим 

Хх {г) = X? Р 1 + X? „,+ •••+ Х^ Р„. - X? \ 

Х2(г) = X? Р х -!- Х ? Р й + . . . + ХУ Р п -X?,} { 8 ) 

где коэффициенты X® и Х^ зависят от хх, х2, . . . ,д- , , г. 
Скобка 

к = 1 

нелинейная функция от Р\,р±, . . . , / ?„ ; действительно, слагаемые 

Р>< ~оЧ> Р" ~6Ч 
функции второй степени от этих аргументов. Оценим значение 
членов нелинейных относительно Р и . . . , р , и Имеем, так как 

I. дХ. п л дХ2 (1Л 

1 у№) . у (* ) 
дРк 1 °Рк 

что 

° Р к р " д г 2 ~°РкРк д г ~~дг 2 Р к 

к = 1 к = 1 
к — п 

2 ^ 4 = " - с* . 
к = 1 

значит 
к = « 

А; = 1 

_ ^ ( о ) + ^ 2 ^ Х , (г). 

Из последнего выражения ясно, что если ри ..., />„ выбраны 
так, что удовлетворяют уравнениям 

Х1(г) = 0, * 2 ( г ) = 0 , 

7* 
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рассматриваемым как алгебраические уравнения относительно 
ри р 2 , р„, то сумма членов второго измерения относительно 
ри р2, • . •, р„ в скобке [Хц Хп] равна нулю. 

Положим, откидывая в (8) свободные члены: 

Ш ^ ^ Р Л ^ Р Л • • • + * , ° Ч Г (8° 
не трудно убедиться, что 

[Хи X,} = Хх (X, (г)) -Х2 (Хх (г)). 

Действительно, трактуя г как функцию от хи...,хп, а ри 

р.2, рп как ее производные, на основании сказанного в § 38 
и равенств (8') имеем 

А- = п 
дХх 

к = п 

1 
дхх лХъ_^шахл = 

с)Рк а*хк дрк йхк I 

что и требовалось доказать. 
40. Система неоднородных уравнений. Положим теперь, что 

дана система из т неоднородных уравнений: 

X, (г) = Х[1 \ + Х?Р2 + . .. + Х™РП - X? = 0 

х™Рп-х::=о. (0) _ _ , 

(9) 

Изучение системы (9) как системы уравнений первой степени 
относительно ри Р%, . • ., рп, указывает наследующие возможности. 

I. Может случиться, что система допускает решение относи
тельно т из п аргументов ри р 2 , . . ., р,„ т. е. что уравнения (9) 
линейно независимы относительно этих аргументов. 

II. Может также случиться, что из уравнений системы (9) нельзя^, 
найти т из п аргументов ри р.2, .. ., рп, но можно все их исключить. 

В этом последнем случае могут обнаружиться две возможности. 
1) Исключение аргументов рх, р2, . . ., рп приводит к тожествам; 

в этом случае часть уравнений (9) линейные функции от остальных. 
Эти уравнения могут быть отброшены, и число уравнений системы 
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можно уменьшить, заменив при этом систему другой, подходящей 
к случаю (I). 

2) Исключение аргументов ри р2, • • ., р„ дает одну или несколько 
зависимостей, связывающих аргументы хг, х2, . . ., хп, х: 

да [хх, х2, . . ., х„, х)=0. (10) 

В этом последнем случае опять могут обнаружиться две воз
можности: или 

a) среди зависимостей (10) есть одна, не заключающая г." 

т(хи х2, х„) = 0. (10') 

В этом случае система дифференциальных уравнений (9) не 
имеет решений: именно, предположение, что решение есть и урав
нения (9) совместны, приводит к равенству (10'), очевидно невоз
можному, так как оно ограничивает независимые переменные. Но 
возможно, 

b) что все зависимости (10) содержат х. Тогда из одной из них 
можно это х найти без каких-либо интегрирований. Может слу
читься, что найденное г удовлетворяет всем уравнениям (9), в чем 
легко убедиться непосредственной подстановкой. В этом случае 
находится решение системы (9) без интегрирования; но может 
случиться, что найденное х не удовлетворяет- одному нз уравнений 
системы; в этом случае система не имеет решений. 

Итак, предварительное изучение системы (9) приводит к заклю
чению, что или она линейно независима (случай I), или может быть 
заменена линейно независимой системой с меньшим числом урав
нений (случай И, 1), если она вообще имеет решение или, если это 
решение не найдено попутно (II, 2), что она не имеет решений. 

41. Замкнутая система. Положим, что система (9) линейно неза
висима относительно ри р.2) ..., рп. Тогда можно найти некоторые тп 
из этих аргументов, скажем р1, р->, . . ., рт. 

Составим всевозможные скобки Якоби из функций Хи Хт: 

[Хо хд. (11) 
По сказанному в § 39 

[X,, ХЦ = ХЛХЛ (г))-Х] (X, (х)); (12) 

значит, всякая функция г, удовлетворяющая системе дифферен
циальных уравнений (9), т. е. обращающая в нуль Хх (г) и Х} (г), 
обращает в нуль и скобку (11). 

По сказанному в том же параграфе: 

к ~ п /яу. ду. лу.лул л ; 
[X» ХЦ — 2^ дх~ ~др~^ дх^) + Х* ~дх~ 

к = 1 

,т дХ{ дХ< дХ1 
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откуда ясно, что всякое решение системы (9) должно удовлетворять 
и каждому из линейных уравнений: 

1дХ, дХ^ дХ, 
[др~, 'дх^~~др^ ' Ь% 

к = 1 

И гак, к системе линейных уравнений (9) можно присоединить 
еще столько линейных уравнений, сколько можно составить ско
бок (12). Может случиться, что каждое из этих присоединенных 
уравнений есть следствие уравнений системы, т. е. линейная 
функция от Хи Х.2, . .., Хт. В этом случае систему (9) мы назовем 
замкнутой. Вследствие равенства (13) условием замкнутости си
стемы (9) служит для каждой скобки Якоби справедливость 
равенства 

[Х„ X,] = А,ХХ {г) + А2Х, (* )+•• • + Д А (*) • (14) 
Т е о р е м а . Какова бы ни была система (9), можно после 

ограниченного числа действий заменить ее замкнутой системой 
линейных и линейно независимых уравнений, или убедиться, что 
система (9) не имеет решений, или же найти ее решение. 

Если система замкнута, то после присоединения к ней всех 
линейных уравнений (13') мы получим систему, подходящую под 
случай (II, 1), в котором вдобавок каждое из вновь присоединенных 
уравнений есть следствие ранее данных. Значит, если система не 
замкнутая и мы не имеем дела со случаем (II, 2), в котором или 
находится решение без интегрирований, или устанавливается отс ут-
ствие решений, мы имеем дело или со случаем (I), или со случаем (11,1), 
в котором одно из присоединенных уравнений не есть следствие 
ранее данных. 

В этих случаях после присоединения уравнений (13') система (9) 
заменяется другой, также из линейно независимых уравнений, 
в которой число уравнений больше числа уравнений системы (9). 
С этой системой мы можем возобновить выполненную операцию 
присоединения скобок Якоби. 

Система, в которой п -\-1 уравнение, не может быть алгебраи
чески независимой относительно п аргументов ри р%, рп; 
найденные из некоторых п уравнений, все эти аргументы под
становкой в тг —(— 1 уравнение исключаются. 

Так как каждая операция присоединения скобок Якоби, если 
не приводит к нахождению решения системы и не устанавливает 
невозможности существования решения, увеличивает число урав
нений по крайней мере на единицу, ясно, что после п — т возобно
влений этой операции мы или получим замкнутую систему, или 
установим, что система не имеет решений, или же найдем ее 
решение. 

42. Задача о нахождении неособенных решений. Положи и, 
что система (9) замкнутая. Рассуждая как в § 13, мы сведем на
хождение ее решения к интегрированию замкнутой системы одно
родных уравнений. Для этого, вместо того, чтобы непосредственно 
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искать функцию г, удовлетворяющую системе (9), мы будем искать 
уравнение 

У (хг, лго, . . ., л:,,, г) = 0, (15) 

которому эта функция удовлетворяет. Считая, что г есть решение 
уравнения (15), мы, как известно, найдем производные от г по 
переменным хи х2, . • ., х „ , подставляя в выражения 

дУ 
дх, 

вместо г его значение, найденное решением уравнений (15). 
Отсю'да вытекает, что выражения, полученные из уравнения (9) 

после замены в них ри р„ их выражениями (16): 

1 дхг

 1 1 дх$ 1 1 1 дхп

 1 1 дг 

- дх, 2 дх2 - дхп

 1 2 дг \ ( 1 Т 

х"< " ^ 7 ' ^ + А ' « 0 

должны обращаться в нуль после замены в них г его значением, 
найденным из уравнения (15). 

Пока, однако, задача нахождения решения системы (9) све
дена нами к более сложной на вид: найти такую функцию 
V (хх, х2, х,„ г), чтобы каждое уравнение системы (17) было 

следствием уравнения (15). 
Ясно, что всякая функция V (хг, х2, • • •, х„, г), удовлетворяющая 

системе (17) независимо от того, соблюдено или нет уравнение (15), 
т. е. тогда, когда г трактуется как независимое переменное, 
даст возможность найти решение системы (9); составив при помощи 
ее уравнение (15), мы получим, именно, уравнение, решение г кото
рого удовлетворяет системе (9). Но следует думать, что, ограничи
ваясь при решении системы (9) теми уравнениями (15), в которых 
функция V найдена решением системы (17), мы не найдем всех 
решений системы (9). 

Мы назовем те решения системы (9), которые могут быть най
дены при помощи описанного процесса, обыкновенными решениями 
системы (9), давая тем решениям, которые при этом процессе 
могут ускользнуть, имя особенных решений. 

Мы посвятим нахождению особенных решений отдельный па
раграф. Пока же укажем одно свойство обыкновенных решений. 

дУ 
дхо 

дг 

Рп 

дУ 

дУ 
дг 

(16) 
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Если V(х1г х2, хп, г) удовлетворяет системе (17), то ей 
удовлетворяет и функция 

У{хи х2, хп, г ) — а, 

где а произвольное постоянное. Значит г, найденное из уравнения 

V (хи х2, .. ., хп, г) = а, (15)) 

в котором а есть произвольное постоянное, есть решение си
стемы (9), и то решение, о котором говорилось раньше, получается 
из него заменой а нулем. Значит, всякое неособенное решение 
принадлежит семейству решений, зависящих от произвольного 
параметра а и получается заменою этого параметра нулем. 

Обратное также справедливо. Если некоторое решение принад
лежит семейству решений, зависящих от параметра а, то оно есть 
решение обыкновенное. 

Действительно, положим, что 
г = <? (л-1, л-о, хп, а) (18) 

при произвольном а удовлетворяет системе (9) и при а = 0 обра
щается в данное решение этой системы. Решив уравнение (18) 
относительно а, мы получим уравнение 

У(х1, х2, хп, г) = а, (15^ 

которому удовлетворяет (18) и при а, равном нулю, данное реше
ние. Составляя при помощи (151) сначала выражения (16), а затем 
уравнения (17), мы получим систему уравнений, явно от а не зави
сящих, но которые все обращаются в тожества после подстановки ~ 
в них значения г, найденного из уравнения (15)), т. е. функ
ции (18). Но тогда каждое из уравнений (17) должно быть то
жеством и до исключения г: если оно тожество как функция от 
хъ х2, . .., хп и а, то оно останется тожеством и после обратного 
введения г путем исключения а при помощи уравнения (15)); но 
подстановка в (18) на место а его значения (15х) обращает (18) 
в тожество. 

43. Замкнутость системы, дающей не особенные решения. 
Приступая к доказательству теоремы, по которой система (17) 
замкнутая, рассмотрим сначала, в виде вспомогательной теоремы, 
более общую задачу. 

Положим, что даны две функции 

/ ( Л 

, Рг> • • ч Р«, *1> • • •> хп, г). (19) 

Обозначая производные от функции V прошлого параграфа через 
Ч\> 9г> • • •> Ч«> 9, 

т. е. положив 
_ —ЁХ. — д У 

^-'дху' "•' Ч п ~ дхп' Ч ~ дг ' 
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мы можем зависимостям (16) дать вид 

Pl = (20) 

Условимся временно обозначать через (/) результат замены 
в функции / аргументов ри рп их выражениями (20), т. е. пи
сать, например, 

(/) —/ ^ ^ , ~ , • • • у ~ , хг, х2, • • •, ха, z j 
3* 
Я х„, Z • , Jtj, Х2, . . . , Л,, 

(21) 

и найдем зависимость между скобками 

и>П ((/). (П) 
Якоби и Пуассона, считая в функциях (/) и (Р) независимыми пере
менными не только хи х.2, • • •, хп, но и г. 

Так как 

Ш . = ( Ж . \ и ± \ ЛП=1КЛ Д(П - ( Д / \ 
\дрк}\ 9 ) ' дх1: \дхк)' дг \~дг Г 

dq [ dPí  j 
df \Я 

óPi 
(pi)H-

dp» ! Я'2 

имеем 
k = n 

((/), (F))- 2j -oW) -b 

• V / ) W . _ i ( F ) d(f) _ 
dq dz dq dz 

1 = 1 

Ч2М£)(#)-<»(£Ш-
i = 1 
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((/), (П) = ~ < и , Л ) . (22) 

Это и есть та зависимость, которую мы имели в виду. 
Переходя к доказательству замкнутости системы (17), замечаем, 

что при наших новых обозначениях эта система имеет вид: 

причем по способу получения ее уравнений, так как 

(17') 

_Х(п)Ц» хт> 

имеем 
(23) 

(24) 

Из (23) заключаем, пользуясь свойствами скобок Пуассона, что 
( г „ г , ) = (9 да, д да)= 

<эда <?да 

так как, например 

( 9( л , ) , ^ да) = 9 ( д а , 9 да) + (* , ) (7, <? да) = 

= 9 ( ( Д ) , 9 ( ^ ) ) + д а - ^ ^ . 
Вследствие этого, по формуле (22) получаем: 

(У„ У,) = - 9 ( [Д , Л у]) + Ад ( Д ) + £ 9 да, 

обозначая буквами Л и В не имеющие значения коэффициенты 
в равенстве (24). 

Если система (9) замкнутая, то 
[Х{, Х^\ = Сх Хх + С 2 Х2 + . . . + С Я 1 

где коэффициенты Си С 2 , . . ., С ш зависят от хъ х2,.. ., дг,„ г и от р 1 ( 

Р а - • Р , , 1 ) -
Значит, в этом случае 

(у„ у , ) = - 9 [(с,) да+(с2) да+... + (с,„) дан+ 

+ Ад (X,) + Вд да = (С,) У, + (С 2) Г 2 + . •. +(С,„) Г„, - А У ~ ВУ„ у 

откуда ясно, что система (17') замкнута. 

!) Из сказанного в § 39 ясно, что только коэффициенты С{ и Су зависят от 
Рь Р2<---> Рп-
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Примечак".е- После приведения подобных членов в пра
вой части последнего равенства, конечно, получается функция, 
в которой коэффициенты при 

У и ^2» • • • у Ущ (25) 
не зависят от 

<71><Ь- • •. Ч,„ Ч-

Так как выведенные формулы могут быть прочитаны и 
справа налево, ясно, что из замкнутости системы (17') можно 
сделать заключение и о замкнутости системы (9). Вследствие 
этого, так как обращение со скобками Пуассона проще, че:л со 
скобками Якоби, можно при решении вопроса о замкнутости 
системы (9) выбирать следующий путь: преобразовывать 
систему (9) сначала в систему (17') и затем изучать скобки 
Пуассона, составленные при помощи функций (25). 

При этом, однако, надо соблюдать некоторые предосто
рожности, чтобы не потерять возможностей, отмеченных 
в пункте (II, 2) § 40. 

Если система (17') не замкнутая, то в результате изучения 
скобок Пуассона к ней должны быть присоединены новые 
уравнения. 

Но по смыслу задачи, к системе (17') нельзя присоеди
нять уравнения, из которого при помощи остальных уравне
ний вытекало бы уравнение 

«7 = 0, 

так как функция V, удовлетворяющая системе (17'), должна 
зависеть от г: иначе из уравнения 

У(х1,х<,,...,хп,г)=0 (15) 
нельзя было бы найти г. 

Значит, если в ходе процесса обнаружится уравнение вида 

4°>(х1> *2>---> хп, г) = 0, 
то из него нужно сделать заключение, что не <у равно нулю, 
а справедливо равенство 

со (.Г1, Хъ,.. ., х„, г) = 0, 
которое приводит к тем же заключениям, которые были сде
ланы в § 40. 

П р и м е р . Проинтегрировать систему 

/=Р1— Рз~2==0> Р=Р-2— Ра — г — л'3 = 0. (26) 
Составляя скобки Якоби, имеем 

[ /

(-,Р] = 1 - ( - р 1 ) - 1 - ( - 1 - Р з ) - 1 - ( - р 2 ) + 1 - ( - л ) = 
= — Р1 + Р2 + 1 = — Рз — г -Ь Ра + г +- х3 + 1 = 1 + лг3. 

Последний результат говорит, что система решений не 
имеэт. Заменяя систему (26) системой 

/= 41 — Яз + *Ч = 0> Р=Ч2 — Чз + ( г 4 - * 8

л 9 = 0 
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и составляя скобку Пуассона, находим: 

(f7Fj=l-0-l-q + zq-1.0 + l-0-(z + X2)o = -q(l-\~xs) 

так как qфO, имеем 
1 + л-3 = 0; 

т. е- система решений не имеет. 
44. Интегрирование замкнутой системы. Установив замкну

тость системы (17), мы получаем возможность приложить к инте
грированию системы (9) все сказанное об интегрировании одно
родных систем. 

Во-первых, так как система (17) из т уравнений зависит 
от п - р 1 независимых переменных, она допускает п -\~ 1 — т алге
браически независимых решений. 

Если 
K,+v Vm + 2,...,V„V0 (27) 

эти решения, то 
<»(vm+vvm+2,...,vn,v0), 

где ш произвольная функция от ее аргументов, есть самое общее 
решение системы (17), а самое общее решение системы (9) мы 
найдем, отыскивая z из уравнения 

+ Vm + 2,...,Vn,V0) = 0. (28) 

Во-вторых из сказанного ясно, что, интегрируя систему (9), можно 
поставить следующую задачу Коши. 

Даны числа: 
(0) (0) (о) 

л 1 , х2 > • • • > л

 т ~ 

и функция 

Найти то решение системы (9), в котором при 

л1 — -*1 >х2— х2 '•••>хт— Хт " Z — и \xm + V • -'XJ-

Ясно, что для получения искомого решения надо искать то 
решение системы (17), в котором при 

х \ — х \ >х2— х2 '••••>хт — хт • v —z \xm + V ' - ' x n u 

Для этого надо искать главные решения системы (17), т. е. те ее 
решения, которые, когда 

(0) /о) (о) 
xi > х2 " х2 >' ' ' ' хт Х°>> ' 

обращаются соответственно в х т + 1 , • • •»•*,„ z. 
Если (27) именно эти решения, то функция z находится из 

уравнения 
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При нахождении решений (27) можно, конечно, пользоваться каждой 
из указанных двух метод: методой Якоби или методой Коши. 

Заметим, что все сказанное в § 31 должно быть принято во вни
мание при интегрировании системы (17); но более, так как в дей
ствительности интегрируется система (9), то могут обнаружиться 
и обстоятельства, аналогичные тем, о которых говорилось в § 16. 
Для того, чтобы система (17) имела искомое голоморфное решение, 
достаточно, чтобы определитель 

у(1) тЛт) 

У0) У т 

(29) 

не обращался тожественно в нуль после замены лг 1 ( . . :, хт их началь
ными значениями. 

Если это условие соблюдено, то можно выбрать начальные зна
чения хтц^,..., хп, г так, чтобы начальное значение определителя 
не было равно нулю; но когда интегрируется система (9), можно 
произвольно выбирать только начальные значения аргументов 
•*,„+1>- - •>•*»; начальное же значение аргумента г определено равен
ством: 

г — & (хт ^ 1, хт + . . ., х^. 

Следовательно, если определитель 

да.---.да 
Н|)ч 

(290 

получаемый из (29) заменою аргументов хх, х 2 , - • - ,хт их начальными 
значениями, обращается в нуль после замены г через &, мы не 
можем утверждать., что система имеет голоморфное решение, удо
влетворяющее поставленным условиям. 

Можно даже, исключая из системы (9) значения производных 
Ри Ра, • • чРт П Р И начальных значениях аргументов хг, х 2 , • • • , х т , соста
вить условия, аналогичные условиям § 18, связывающие выбор 
функции без соблюдения которых система (9) наверное не имеет 
голоморфного решения, если вообще она имеет некоторое решение-

Возможность появления подобных обстоятельств достаточно 
разъяснена в § 18, посвященном задаче, являющейся только част
ным случаем трактуемой теперь. Заметим только, что теперь дело 
значительно усложняется; если все миноры определителя (29^ 
также обращаются в нуль, то & может быты связана несколькими 
зависимостями. Мы осветим эти обстоятельства в следующем пара
графе. Теперь же заметим, что когда каким-нибудь образом найдены 
алгебраически независимые решения (27) системы (17) и состав
лено самое общее решение (28) системы (9), индивидуальное изу
чение уравнения (28) может привести к нахождению решения, удо-
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влетзоряющего поставленным условиям и в том случае, когда 
не все благополучно обстоит с определителем (29); мы только не 
можем еще сказать ничего определенного о существовании такого 
решения и об его аналитическом характере. 

П р и м е р . Проинтегрировать систему: 
2/>, = (А-З + г) (р 8 - 1), 2р.2 = (дг3 - г) (р3 + 1). 

Переписав систему в виде: 
2р—(х3 -Ь г) Р з -'- (дг3 4 - г) = 0, 2р, — (лга —х)рл — (.г3 — г) = 0, 

преобразуем ее в однородную: 
Л = 2?) - (л-з 4- г ) ? з - (дг8 + х) я = 0, ^ = 2? 2 - (л 3 - г) Чз + 

+ ( л - з - 2 ) 9 = 0. 

Составляя скобки Пуассона: 
(/, Р ) = 2 • 0 - (.г3 4 - *) ( - ? 8 4- 7) - ( * з + г ) ( 7 з - 9) - 2 • 0 4 -

+ (*з — г ) (— <7з — Я) ~ (хз — 2 ) ( — Яз — Я), 

убеждаемся, что система замкнута. 
Чтобы найти ее главные решения, соответствующие 

Хх = 0, Х2 — 0, 
ищем соответственные главные решения второго уравнения. Инте
грируя систему: 

<1х2 гл'л'а (1г 
2 —(х3 — г) хй — г' 

находим интегралы 

х3+г = х<? + г<% е* = *<п>-*<°>, 

откуда заключаем, что искомые главные решения: 

-\[х3 + г + ех'(х3-г)], \ \х3 + г - е** (*8 - г)]. (30) 

Остается найти решения первого уравнения, обращающиеся при 
х1 = 0 в функции (30). 

Система, соответствующая первому уравнению 

а\хх с1х2 с1хз а\х ____________ 
имеет интегралы: 

х<> = х£\ х3 — г = дгд0) — г(0), е0''1 (дг3 -\-г) = х3

0) -\- г{0). 

Следовательно искомые решения системы получаются из (30) за
меною в них х2, х3, г соответственно через 

*2> \ [Хг — 2-\-ееЧхй 4 - г)), - у [ех,(х3-\-г) — (х3—г)]. 
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Искомые решения 

~ [ея> ( - г 3 - Ы - М с Ч А ' 3 - г ) ] , \ [е 3" (*3 + 2 ) - е * > ( * 3 - z ) ] . 

Самое общее решение системы найдем, решая уравнение: 
ш [е Ж 1 (л-3 - f z) -f- (л-з — г), e*! (.r8 + z) — е*-' (х 3 — z)] = О, 

в котором ч> — произвольная функция. 
Решение, обращающееся в & (л:3) при Xj = лг2 = 0 найдем, решая 

уравнение: 

- у [е' г' (*3 + z) — еЖ г (дг3 — z)] — 

- у (дт3 + г )4 -е Я ! : ! (лт3 — г)} — 0. 

45. Особые случаи задачи Коши. Рассмотрим теперь случаи 
задачи Коши, в которых, основываясь на сказанном до сих пор, мы 
не можем утверждать, что задача имеет решение. Мы встретились 
с такими случаями в § 31 и отложили там исследования до разра
ботки приемов интегрирования неоднородного уравнения; в про
шлом параграфе мы снова подошли к указанным случаям. 

Занимаясь системой 

мы можем считать, не нарушая общности исследования, что имеем 
дело со следующей задачей Коши. Найти то решение системы (9), 
в котором при 

дг, = 0 , . . . , хт = 0 : 2 = 0. (31) 

Действительно, если бы отыскивалось то решение, в котором при 
х1 = 9 1 (хт + !»•••» *п)> • • • 1 хт = Ь,п (хт +!>••• »•*„) : * = 6 +1« • • •. *„)» 

мы свели бы его нахождение к задаче, определенной условиями (31), 
положив 

х1 — &1 ( х

т + 1» • • ' » х п ) — 1̂ • • • . х,н & т (хт+1 > • • • 1Хп) = $,» ' 

г —0(лг т о + 1 , . . . , . г „ ; = ц 

и трактуя , и как новые независимые переменные и новую 
. 'неизвестную функцию. 

Положим, имея дело с какой-нибудь функцией 
/ ( х ц х2> • • • >х

т> х

т р • • • >х

п у Я) 

ОТ Хи Х2,- • . , х п ™г) ч т о 

( / ) = / ( 0 , . . . , 0 , д г ш + 1 , . . . , л : , 1 , 0 ) . 
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Если определитель 

Ю , . . . , ( Л Г ) 
("0\ 

(29,) 

не равен нулю, то, как выяснено в прошлом параграфе, мы умеем 
находить искомое решение и находим для него единственное зна
чение. 

Если же определитель (29!) равен нулю тожественно, то суще
ствование голоморфного решения возможно только при соблюдении 
одного или нескольких условий. 

В случае задания (31) мы получим эти условия, исключая 
0>1)>- --АРт) и з уравнений 

(^)(р>)+---+(Х::)(рт)==(^) 
так как в случае задания (31): 

(р}) = 0, если у* >- т. 

Мы будем предполагать, что эти условия соблюдены. 
Положим, что минор порядка я определителя (29^: 

( * Д . . . , ( ^ > ) 

(32> 

не равен нулю, но что все его миноры порядка 5 -|- 1 равны нулю. 
Предположим еще, что один из определителей порядка т таб
лицы 

заключающий определитель (32), например определитель 

(х1Х--Лх?Мх^\..ч(х*Ге)) 
(33) 

не равен нулю. 
Если бы это второе предположение не было соблюдено, то 

можно было бы составить уравнение, в котором начальные значе-
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ния всех коэффициентов были бы равны нулю и мы имели бы 
дело со случаем, аналогичным исключенному нами из рассмотрения 
в § 18. 

Обратим теперь систему (9) в систему 

однородных уравнений, обозначая буквами ^ производные от фун
кции V. Поставленная нами задача Коши обращается для 
системы (17) в задачу: найти то решение системы (17), в котором 

при хх = 0 , . . . , л-,„ = 0 
V равна функции, обращающейся в нуль при 2 = 0. 
Соответственно предположениям, сделанным об определителе (33), 
система (17) может быть решена относительно производных 

9и 92» • • • > Яву ЯVI + 1> • • • » 92т — 5 
и преобразована в нормальную систему: 

* + Ч + . + •••+ьТ)ят + ь Г ' в + \ ^ 3 + 1 + 

Яа + * Г 4 9, + 1 + • • - + * Г 9 » + А Г " ' + 4 9 2 т _ 3 + 1 + 

п _]_А( 8+''„ _|_ _1_А ( т ) „ I д(2и1-з+1) I 
Чщ+хТ ° т + 1 98 + 1~Г • • • \°т + 1 Чт\°т + 1 Я2т~е + 1 I 

92т — в\ °2т — 3 У в + 1 " Г • • • I °2т — в Чт > и2т — х Ч2т — 8 + 1~~Г 

При всем этом все коэффициенты Ь остаются голоморфными вблизи 
точки 

х1 — 0, • • •, хт = 0, хт^.1— хт + 1, • • - , хп — хп , г = 0, 
если числа х ^ + 1 , . . . , х^ выбраны подобающим образом, и спра
ведливы тожества 

(6^)э=0, г = 5 + 1 , . . . , т , 0 , к = т + 1 , . . . , 2 т — 5. (35) 

Если бы (Ь^) были отличны от нуля, замена в последних т — в 
уравнениях (34) хх, *2,... ,хт и г нулями приводила бы к противоречию. 

8 Н. Гюитер. 

(34) 
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К интегрированию системы (34) применяем методу Коши, 
данную в § 34. 

Положим 
°>(хв + 1,-.; *,„, * 3 т _ „ + !, • • • ,Х,) (36) 

произвольная функция, удовлетворяющая условию 
о>(0,...,0,х2т_8 + 1,...,х„) = 0 (36,) 

и ищем сначала решение системы по условию: если 
у = 0 г —О х — г ( 0 ) х = 1-(0) 1 

то [ (37) 
У= х + о> (х8 +!,.. • ,хт, х2т _ в + ,,.. . ,*„). ] 

Прилагая методу § 34, мы прежде всего должны найти то ре
шение системы 

'(38) 

^ м - . + ( С ! ? ) , *.+,+ ••• + ( С - Л я т + 
4- <СГ.' + Ц ) . %«-. + ,+ • • • + д „ + <А£_.)<* = о.. 

в котором если дгИ 1 + 1 = ху

т'+1, . . • ,х2т_8 = х._т_в, то 
V = х • . ., хт, х2т_я+1, хп). (37,) 

В уравнениях (38) знак (А)„, обозначает результат замены аргу
ментов х1г х2,...,ха нулями. 

Положим, что 

( Ю 8

 = ? (-̂ б+Р • • •'•ХГта'Д:8+1> • • ' ' ^ г т —5' "^и —8+1» * • ' ,Л:»1> 2 ) (^9) 
найденное решение системы (36); в нем, по условию, 

/ (0) (0) \ _ 
? (•1:8+1' • • • 'Хт> хт+1'' ' -'ХЪгп—з' "^в—8+1»' 1 ' 'хп> г> — 

^ 2 + Ч * 8 +!>••• ,*„ . *ат-8+1» " • •' Хп)- (40) 

Обозначая временно через (?) результат замены в функции (39) 
аргументов х, х8+1, -. - ,хт нулями, докажем прежде всего, что 

(<?)^0. (41) 
Действительно, заменяя в (38) аргументы х8+1, хт, х нулями 

и пользуясь тожествами (35), видим, что функция (41) удовлетво
ряет системе уравнений 

} (42) 
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при этом, вследствие (36х) и (40) по замене хт+1>. • •,x2m-s и х н а ~ 

чальными значениями, она обращается тожественно в нуль. 
Но система (42) имеет единственное решение, удовлетворяю

щее условиям^ 
(0) (0) / \ г. 

если хт+1 = хт + 1 , . .., x2m_s = x2m_s, то (?) = 0 

и это решение 
( ' f ) -O . 

• 

Для окончательного интегрирования системы (34) остается найти 
то решение системы из первых s уравнений (34), в котором 
при *,=<),. • -,х3=0: У=ф8+1,...,хт, xm+1,...,x2m_s,xZm_s+v...,x.n,z). 

Положим, что 
V = ${XV"> Xs> *s+l>' • •>*«!> Xm+V - ">Х2т—8> X2m—s+V ' ' >*?i' Z ) (^3) 

это решение. 
По замене: 

л-! = 0, . . .,xs = 0 

функция (43) обращается в (39); эта последняя, если в ней поло
жить 

(Ü) (0) V = Г У — - у лт+1 лт+1> ' • •' л2т—s л1т—в> 
обращается в 

z — w (*s+], • - •, хт, х2т_g+1,... ,дг?1), 

^ откуда ясно, что V зависит от произвольной функции; (V)s имеет 
БИД 

( V)„ = 2 - f cu ( ^ s + 1 > . . ., xm, x2m_s+v . . ., xj + 
" ( r e + l > ' • • ' xm> Xm+V • * - X2m—s> ' * ' > xn> Z)' 

где 
87r v r ( 0 ) * ( 0 ) V Y -A = 0 v^s+t»" • • »л)и> лт+1> - • '» л2т-8' я2и1—s+1 ' ' ' • -Si» — и» 

а также, по доказанному выше, 

« ( 0 , . . . 0, хт+1, x,m_s, x2m_s+v хп, 0) = 0. 

Значит при 
дг1 = 0, . . . ,д: 8 = 0, ха+1 = 0,...,хт = 0 

мы имеем 
ф (0, . . . 0, 0, . . • , 0, Л ' „ ( + 1 , . . . , x2m~s' xZm-s+V " • " z) = 

4P ' == z - j - & (0 , . . . , 0, хт+1,..., x2m_s, х 2 т _ е + 1 , х п , г), 

причем эта функция обращается в нуль при z = 0. 
Из сказанного вытекает справедливость нашего утверждения 

о множественности решений у задачи Коши в рассматриваемом 
случае. 

8* 
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46. Характеристическое многообразие. Если 

Ут+1, Ут+2,...,Уп, У0 (27) 

алгебраически независимые решения системы (17), то по сказан
ному в § 33 уравнения 

К„+1 = Ьт+1, Ут+, = *ш+2,...,Уп= Ъп, Уа = Ь (44) 

вместе с уравнением 
У=с (45) 

определяют характеристическое многообразие системы (17). 
Измерение многообразия (44), (45) равно т, и оно зависит от 

п — т-\-2 параметров. 
Обобщая сказанное в § 15, мы можем сказать, что уравне

ния (44) определяют характеристическое многообразие системы 
(9); эти уравнения определяют в пространстве л-{-1 измерений 
многообразие измерения т, зависящее от п — т -\-1 параметров. 

Так как неособенное решение системы (9) дается равенством: 

К = *(К^,--->К), (46) 
мы получаем из характеристических многообразий системы ха
рактеристические многообразные решения, связав параметры 
Ьт+1, . •., Ьп, Ь одной зависимостью 

6 = ю ( 6 я И . 1 , . . . , 6 в ) 

или, выразив их через новые т—п параметров; характеристиче
ские многообразия решений системы (9) зависят от т — п пара
метров, а сами решения получаются исключением этих параметров. 

Заметим, однако, что уравнение (46) должно давать возмож
ность найти г как функцию от остальных переменных; значит 
значения параметров Ьт+1,. .., Ьп, Ь как функции от новых п — т 
параметров должны быть таковы, чтобы исключение этих послед
них не приводило вместе с атим к исключению х; при несоблю
дении этого условия мы не получим многообразия, принадлежа
щего решению. 

П р и м е р . Если функции Ут+1, • • •, Уп не зависят от х, то нельзя 
строить характеристического многообразия решений системы (9), 
задавая А

т + 1 > - - - , А „ как функции от п—т — 1 параметров и выби
рая Ъ за параметр с нумером п — т. 

Описанный в § 44 процесс решения задачи Коши, определен
ной условиями: 

О (0) <\ , , 
если хх = х± ,..., хп = х^, то х=д (хт+1,.. . ,хп), 

равносилен, как мы имели случай выяснить в § 33, следующему: 
из системы многообразий (44), зависящих от л — т —|— 1 параметров, 
выделяем группу проходящих через точки 

V.-*! , х 2 , . . . , л т , х т + 1 , . . . , лп \Хтлг1, • • )). 
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Полученное многообразие, зависящее от п — т параметров 

(47) 

будет, вообще говоря, характеристическим многообразием реше
ния, а самое решение получится исключением параметров (47), 
т. е. будет геометрическим местом найденных характеристических 
многообразий. 

Если функции (27) являются главными решениями системы (17), 
(°) (0) 

соответствующими начальным значениям , . . . , х т аргументов 
хи...,хт, причем У0 обращается в г по замене этих аргументов 
их начальными значениями, то характеристические многообразия 
этого решения получаются при предположении 

т + 1 
¿0) •К- (°) Ь = Ъ(хт х(0>> 

самое решение — их геометрическое место. 
Ясно, как надо видоизменять процесс при решении общей за

дачи Коши. 
47. Нахождение особенных решений. В заключение укажем, 

какие решения, названные нами особенными, были исключены 
в § 42. 

Положим 
г = <?{х1} х2,.. .,х„) (48) 

некоторое решение системы (9). 
^ Обозначая знаком (/) результат подстановки в функцию /(хи 

я' 2 > . • -х„, г) вместо г его значения (48), составим таблицу из зна
чений коэффициентов системы (9): 

(^), (Х?)....,(*?>) 

<»)» 

(49) 

Положим далее, что 
,.(0) „(0) (0) 

некоторые начальные значения соответственных аргументов; найдем 

и примем во внимание точку 

/„(0) „ТО (0) \ , х2 ,. . . , хп , (50) 
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Т е о р е м а . Если один из определителей порядка т таблицы 
(44) не равен нулю ') и если есть точка (50) на решение (48), 
вблизи которой все (п -(-1) т коэффициентов системы (9) голо
морфны, то решение (48) можно найти по правилам § 42 инте
грированием системы (17), другими словами, решение (48) не
особенное. 

Из этой теоремы вытекает, что решение (48) может быть осо
бенным, если соблюдено одно из Двух условии: или 1) все опре
делители порядка т таблицы (49) равны нулю; или 2) в каждой 
точке (50) на решении (48) один из коэффициентов системы пере
стает быть голоморфным. 

Внимательное изучение коэффициентов системы может повести 
таким образом к нахождению особенных решений, подходящих 
под пункт (2). 

Для нахождения решений, подходящих под пункт (1), надо при
равнять нулю все определители порядка т таблицы: 

у(1) у(2) у ( « ) 

у(1) у(2) 
л т о > л т ' >Лт 

(49') 

Найдя некоторую функцию г, удовлетворяющую условиям (1) 
или (2), надо проверить непосредственной подстановкой в систему 
(9), образует ли она решение системы или нет. 

Приступая к доказательству теоремы, положим, что определи
тель из первых т столбцов таблицы (49) не равен нулю. Решив 
уравнения (9) относительно ри р 2 , • • - ,рт, мы преобразуем систему 
(9) в систему 

Лт+1) _ ! „('"-НО . 

' | Лт+1) 
Рт + а 

Р т+1~ 'Г 0.1 

I (т+2) г | (и) I 
(9') 

(°) 2 1т О Рт+1 1 "то Ут+2 I • • • I "то Гп "то " ) 

коэффициенты которой голоморфные функции вблизи точки (50); 
при составлении этих коэффициентов приходится именно делить 

*) Если есть определитель порядка г таблиць. 

„(1) 
а1 ' 

„(2> 
а 1 ' • 

(и) 

г ' , Я (п) 
•>аг 

а ( 1 ) а ( 2 ) а°"> (п) 
то ' ат • • • •%> ' • 

не равный нулю, но все определители порядка г -\-1 равны нулю, то говорят, 
что ранг таблицы равен г. Первое условие теоремы можно поэтому высказать 
так: если ранг таблицы (49) равен т. 
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только на определитель из первых т столбцов таблицы (49'), ко
торый не обращается по предположению в нуль по замене х его 
значением (48); можно даже считать, что он не нуль в точке (50). 

Соответственно этому система (17) окажется замененной си
стемой ' 
дУ 
дхх ' 1 

(1.И-1) дУ 
дл а 

м + 1 

.('»+2) 
1 

ЗУ удУ дУ 
дх, т + 2 

1 дх„ 1 1 дг О 

дУ 
дх,., а 

( т+1 ) дУ ( т + 2 ) дУ 
4 т + 1 дх. то+2 

~ ~ " т о ()х >ит Л_ и> дх 

(17' 

которая замкнута, так как система (9') по предположению замкнута. 
(0) (0) 

•>хт> и Щ е м 
Д 1" ав переменным хь х.2, • • • ,хт начальные значения хх 

главные решения системы (17'). Положим 

" , п + 1 , " т + 2 . "0 

ати решения; мы имеем 

при 
_ (0) 

х1 х1 > 

ИЛ„_1_1 = = = X, 

(0) 
Хп —~ Хс> у • 

(°) 
х„,— х' 

-1то+1 то+Р "то+2 Хт+2> 

(51) 

(52) 

(53) 

Всякое решение системы (17') есть функция этих решений; значит 
неособенные решения системы (9') можно найти, выбирая подо
бающим образом функцию 

^ ( " т о + 1 . "то+2. • • • »И«» " о ) 

и решая уравнение 
^ ( " , „ + 1 , " т + 2 . • • • > " „ > "о ) = ° -

Нам надо доказать, что при некотором выборе функции У функ
ция (48) есть решение уравнения (53), т. е. что тожественно 
справедливо равенство 

^ ( ( " , ) Н И ) . К + 2 ) , - " К ) . ( " о ) ) - 0 - (54) 

Последнее будет иметь место, если все определители порядка 
п — т - ) - 1 таблицы: 

Фто+0 Фш+0 "̂то+О 
дхх '•• ^то+/ * '" дхп 

д{ип) д(и„) д(ип) 
дхх ' " то дхт+1 дх„ 
д(и0) д(а0) д(щ) 
дхх ' ' "' дх ' 

т 
"' ' дхп 

(55) 
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равны нулю; таково, именно, условие, что функции 

(",„+ 1)> (" т + 2)>- • •>(«„), К ) (56) 

связаны зависимостью между собою. 
Замечая, что 

где р{ производная по х{ от функции (48), мы перепишем эту та
блицу так: 

(дит+1\ , (дит+1\ 1^т+1\ , (дит+Л (да»Н-Л , (дит+А 

1даАл. (даА (д"п \ • (диА (даА, (диА +рЛ-ш) \ д ^ ) + " » и - 1 Ы [ц) +РП [-^) 

(«&)+**•(*) 

Заметим, что определитель порядка п — т таблицы, составлен
ной из первых 72 — т строк и последних п — т столбцов, не равен 
нулю. 

п (°) (°) 
При *1 = х\ , • • . ,хт — хт все его элементы, именно, вслед

ствие (52) обращаются в нуль, кроме элементов, занимающих глав
ную диагональ, которые все обращаются в единицу; определитель 
обращается в единицу. 

Значит, по известной теореме Кронекера х), для того, чтобы 
можно было утверждать, что все определители порядка п — т + 1 
таблицы равны нулю, достаточно убедиться, что равны нулю все 
определители, заключающие этот определитель порядка п — т . 

Докажем, что равен нулю определитель, содержащий первый 
х) Мы дадим следующее доказательство этой теоремы, прииоровленное к рас

сматриваемому случаю. Положим, что в таблице 

,(1) 00 №+1) («) 

к ' 

(1) 

.,а (К) 

„<*) 
<№+!'• ' " ¡4-1' 

(¡4-1) 

№+1) 
ак+\ ' 

(и) 
•>ак 

(«) 
Г) 
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и последние п — т столбцов. Вычисляя его таким же образом, 
как мы делали в § 19, находим, что он равен 

• Д 2 , ХтЛ-11 * " • >Хп) °(Х1>Х

т+1>--->Х„) 

, (Р(ит+У • •»"» . "о) \ , , / • • • » Ц п » Ц о ) - р ч 

определитель из первых к строк и первых к столбцов не нуль, тогда как все 
определители, его заключающие, г. е. определители порядка к-\-\, содержа
щие элементы первых к столбцов и первых к строк, равны нулю. Докажем, что 
все определители порядка к -\- 1 равны нулю. 

Возьмем какой-нибудь такой определитель 

<*к+{> 

к + 1 к + 1 

(**) 

и докажем, что он равен нулю. Рассмотрим определитель 

а1 ' 

*к ' • • • <ак ' ак 

П) (к) («У 
ак+1 ак+Г ак+1 

По условию он равен нулю. Разлагаем его по элементам последнего столбца-
Получаем: 

(о) . „ (я) . . „ (а) , . (а) п 

° 1 в 1 + ° 2 а 2 „ + - " + ° * в * + ° а к + 1 = 0 ' 

где о есть определитель из первых к с трок и к столбцов таблицы (*), т. е. не ра
вен нулю. Давая «значения аь а^,...; ак+Ь получим систему из ¿ + 1 уравнений: 

+ Й 2 ° 2 +--- + °как + 0 а

К + 1 = ° 

\°\*к> + Ч<к'+--- + \°к"к, + *<^ = ° 

; ъ^к+1) + Ь 2 а ^ + . . . + Ь к а [ ^ + 3 а < £ Н > = 0. 

Так как эта система из к-\-\ уравнений имеет решение, в котором не все 
н е и з в е с т н ы е о 3 , . . ., о равны нулю, именно, 5^:0, определитель из коэф
фициентов системы нуль. Этот же определитель как раз определитель (* *). 
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Запишем теперь, что функции (52) удовлетворяют системе (17'). 
Подставляя их в первое уравнение системы, мы получим тожества 

и х \ ихт+1 и х п u z 

которые после замены z его значением принимают вид: 

^ ) + ( « r ' f e ) + . . . + ( » r ) ( ^ ) + 
ет+1 

i 
dz 

да ̂ ) + ( о Г , , ( _ ^ ) + . . . + ( , ; , ( Ч ) + 

+ Ю ( % ) _ 0 

^ ) + ( о Г . , ( ^ ) + ... + ( о,, ) (^) + 

0. 

Трактуя последние равенства как уравнения относительно 

аолучаем из них 

0 ( и « + 1 > ' •• '"«' "о)N / Д . . . ,и„, а 0) 
Д +:!.»• • • ' л : п ' 

z) J \D(Xl, 
хт+2>' * ш'хп> Z> 

( - 1 ) 

m+2' 

1 " (а[т+1>) 

2 ( % „ + 1 , . - , ^ « o ) 
Д-*1> хт+3< ' • ш > хп> z) 

H D " 

( а ( Г + 2 ) ) 

£> •••>"„. "о) 

Д * 1 > - * п И - 1 ' - " ' Г » - 1 » г ) 
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(59) 
1 . п - т + | / , £ > ( " « + ! ' • • • ' " » ' Ц о ) \ 

Так как 

+!,•••> -*„, г ) Д г , А - В Д + 1 > . . . , хп) 

А-*!» хт +2' - - • ' ^ я ' 2 ) А л '1' 2 > хт +2' • • •>•*») 

получаем, обозначая через ( — 1)п~тМ общий знаменатель отно
шений (59) 

( Р("ш+У-Л ц о ) _ . м 

\ Д 2 , Х „ 1 + 1 , . . . , Х „ ) 

/ Д М ? „ + 1 , . . . , и „ , « ) = ) 

( Д (

Р ( " Г Г о ) 

/ Д и т + 1 , . . . , ц „ , Ц ) ^ _ д г 

Вследствие этого изучаемый определитель равен 

М[Р1 + (а?+1))Рт+1+ • • • + Ю Рп-('?% 

т. е. равен нулю, так как квадратная скобка в последнем ра
венстве есть результат подстановки вместо г его значения в пер
вое из уравнений (9'). 

Таким же образом можно доказать, что равны нулю и осталь
ные определители таблицы (57) и, значит, установить, что функ
ции (56) действительно связаны зависимостью. 

ГЛАВА ЧЕТВЕРТАЯ. 

О СИСТЕМАХ УРАВНЕНИЙ В ПОЛНЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛАХ. 

48. Постановка задачи. Положим, что 
х1> х2> • • • > хт {X) 

независимые переменные, а 
Хт+Х> Хт+2>- • • 'Хп (2) 
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их неизвестные функции, и положим, что неизвестные (2) связаны 
с переменными (1) при помощи системы уравнений: 

= ьТ+^хх + б Г + , , ^ + • • • + ь(:+Ь)аХп ) (з) 

<1хп^Ь[п)с1х1+Ь2

п)

(1х2+. 

в которой коэффициенты 
б£»+» (Л = 1, 2,...,п-т, к = \,2,...,т) (4) 

данные функции от аргументов (1) и (2). 
Обобщая задачу, рассматриваемую в курсе обыкновенных урав

нений, в которой ищется функция хт+х, связанная с аргументами 
(1) одним уравнением (и в котором коэффициенты Ь не зависят 
от неизвестных (2)), мы можем задачу нахождения функций (2) по
ставить так: найти из уравнений (3) такие функции (2), что 
при 

,. = (0) х(о) 

где числа 

(0) 
' Хт Хт 

¿0) „(О 
1 » 2 ' 

Х„ с(0) 
х„ х(0) 

хт+1 > (5) 

выбраны при единственном условии, чтобы все коэффициенты 
(4) были голоморфны вблизи точки (5). 

Ясно, как это обнаруживается и в указанном выше частном 
случае, коэффициенты (4) не могут быть произвольны. Нашей бли
жайшей задачей будет, поэтому, нахождение условий, связываю
щих коэффициенты (4), необходимых для возможности существо
вания решения задачи, и установление достаточности этих условий. 

49. Необходимые условия возможности существования реше
ния задачи. По смыслу уравнений, коэффициенты при дифферен
циалах в правых частях уравнений (3) равны производным от 
функций, стоящих в левых частях. Записывая это, имеем уравнения: 

ох. т+1 
дх, 

(т+1) дх. т+1 г (т+1) 
дх0 

д*т+1 = Ат+1) 

' дх... т ' 

дх. 
д7, 

т +Н д(т+К) т+Ъ дх 
,(т+П) илт+к Лт+Ц 
°2 '•••'дх ~ т ' 

дх, 
дх. 

± I (и) 
дх.у 'дх„ Ь (») 

(6) 

Система уравнений (6) вполне равносильна системе (3). 
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Пользуясь теоремой о независимости производной от порядка 
дифференцирования, из уравнений (6) непосредственно заключаем, 
что должны быть соблюдены условия: 

д\,.+и_ д (дх

т+п\_ д ( дхт+п 

дх^хк сЦ ^ ? * к / дхк \ дх{ 

которые на основании уравнений (6) переписываются так: 

-, (Л = 1,2 п — т; °^хк 

г, ¿ = 1 , 2 , . . . , я г ) . (7) 
Мы поставили в (7) прямые а1 во избежание недоразумения, 

помня, что Ь сложные функции от аргументов (1). 
Выполняя в левой части дифференцирование и пользуясь снова 

системой (6), находим: 

а ™ дъТ+П) д ь ^ дхт+1 , < ^ д х ^ 

<Ц Э*г дхт+1 д х г ^ дхт+2 д х г ^ 

I I и о к и х п _ и о к ; и о к , | 
^ " ' ~* дх дх дх 1 дх 1 * 

и Х п Хг и Х 1 иХт+1 
дЪ^7* (,„+2) дЬ1

к

п+ю /„) 
+ ^ + г 6 * + - + - ^ — 

Вводя теперь в рассмотрение операторы 

и х 1 ихт+1 илт+2 и х п 
(г = 1 , 2 , . . . , т ) , (8) 

мы можем последнему равенству дать вид 
Дот+ЛК 

^т+Н) 

., п — т; 

и, значит, условиям (7) вид 
Х^1+,,))=Хк(Ь^+\ (Л = 1, 2,. 

г, к = 1,2,..., т) (7Х) 
Условия (7Х) и есть те необходимые условия возможности су

ществования решения, которые мы имели в виду. 
Вспоминая сказанное в § 21, а именно формулы (З^ , мы видим, 

что соблюдение равенств (7,) есть условие, что система уравнений 

ад=1т+• • • + 6 Г | т = о 
и х 1 илт+1 и х п 

и х т+1 лп 

(9) 
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есть система замкнутая; будучи замкнутой, она, как нормальная, 
якобиева. Действительно, при соблюдении условий (7 :) 

(Х„ Хк) = Х{(Хк(0)-ХкЩ/)) = 

£шА ихт+Ь 

Обратно, если система (9) якобиева, то соблюдены условия (7). 
50. Достаточность найденных условий. Для установления до

статочности найденных условий достаточно показать, что при 
соблюдении их может быть найдено решение системы (3). 

Положим, что система (9) якобиева. Найдем ее алгебраически 
независимые решения 

составим уравнения 

в которых Ст+1, Ст+2,...,Сп произвольные постоянные. Поль
зуясь алгебраической независимостью функций (10) относительно 
аргументов хП1+1,.. ,,хп, решим систему (11) относительно этих аргу
ментов. 

Мы получаем функции, зависящие от п — т произвольных по
стоянных: 

1 ? „ , + 1 (Х>> х2> - • •> Х,„> С> т' 1)1 + 1 ' ' 

хп (•*! > х 2> • • • > х

т> Ст + !)•••> С я ) 

(12) 

Функции (12) образуют решение системы (3). 
Для доказательства надо установить, что дифференциалы функ

ций (12): 

ахт^, = —^ ах1 - р . . хт+1 дхг дх„ 

Ох. 

!1-а1х„ 

(13) 

после подстановки в уравнения (3) и исключения функций (12) 
обращают их в тожества. Замечаем прежде всего, что формулы (13) 
можно было бы найти, продифференцировав уравнения (11), т. е. 
приравняв нулю дифференциалы функций (10): 



} (14) 
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V»+1 = % ~ ^ + % ^ л . + • • • • + % ^ + 

, д/то + 1 , , • д / о т + 1 ^ = 0 

^м» +1 и х п \ 

кайдя из полученных уравнений 
^ х

т + 1 > ^хт + 2 ' * * - » < ь „ ( 1 3 0 
и исключив неизвестные функции при помощи уравнений (12). 

Отсюда ясно, что вместо того чтобы подставлять дифферен
циалы (13) в уравнения (3) и исключать неизвестные (12), можно 
из уравнений (3) дифференциалы (13') подставлять в уравнения (14) 
и исключать неизвестные (12). Если в результате этих действий 
получатся нули, то функции (12) будут решениями системы (3). 
Мы установим, что дифференциалы (14) обратятся в нуль тоже
ственно после исключения дифференциалов (13')- при помощи 
уравнений (3) даже без исключения функций (12), откуда тем ско
рее вытечет справедливость утверждения. 

Чтобы доказать это, рассмотрим, во что обращается вообще 
дифференциал некоторой функции Ф ( х и х2, . ..,хт, хт + 1 , . . .,хп) 
после исключения из него дифференциалов (13'). Выполняя вы
кладки, находим: 

дФ дФ дФ дФ 
* Ф = ~дх~ • • • + Л Г ЛХт+Ыс *х™+1 + ' ' ' + д7 й Х п = 

их1 ихт ихт + 1 и х п 
2 
7с = 1 

т. е. 

\дхк^ дхт+1 * ^дхт + 2 ^ дхп * | 

<1Ф=хх (Ф) £ / х 1 + л г 2 (Ф) <1ъ+...+хп (ф) гХп. (15) 
Применяя формулу (15) к дифференциалам (14), заключаем: 

+ 1 = Х1 ( / « . + х) + • • • + Хт (/*, +1> <Ьт = 0 

=хх (/„) <&х +... + *т (/„) ахп=о, 
так как функции (10) образуют решения системы (9). 

Итак, высказанное утверждение доказано, и мы имеем теорему 
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Т е о р е м а . Для того чтобы система (3) имела решение, 
необходимо и достаточно, чтобы система (9) была якобиевой. 
Если система (9) якобиева, мы находим решение системы (3), 
приравняв произвольным постоянным какие-нибудь п — т алге
браически независимых решений системы (9) и решив полученные 
уравнения относительно неизвестных системы (3). 

Каждое из равенств (11), полученных приравнением произволь
ной постоянной какого-нибудь решения системы (9), мы назовем 
интегралом системы (3). Из сказанного ясно, что система из т 
полных дифференциалов, удовлетворяющая условиям, необходимым 
для существования решений, имеет п — т алгебраически независи
мых интегралов. 

51. Решение задачи Коши. Чтобы решить задачу, поставленную 
в § 48, достаточно за функции (10) брать не первые попавшиеся 
решения системы (9), но ее главные решения. 

Действительно, если при 

х^=х^,. . .,хт= 4? (16) 

функции (10) обращаются соответственно в 

Хт + V А 'я»+2 ' - - • ' Х п 

то уравнения 

обратятся при соблюдении равенств (16) соответственно в 
_ (0) (0) 

хт +1 *»» + 1» * • ' > хп Хп ' 

откуда ясно, что функции, найденные решением уравнений (11')» 
как раз искомые. 

52. Равносильность задач о системах (3) и (9). Из сказанного 
в прошлых параграфах вытекает, что вместо системы (3) можно 
рассматривать систему (9). Обратное, однако, тоже справедливо. 
Положим, что 

? ( * 1 , хт1 хт+1,...,хп) = С (17) 

какой-нибудь интеграл системы (3), т. е. равенство, которое при 
некотором выборе постоянной С обращается в тожество после 
замены в нем хт + 1,...,хп решениями системы (3). Тогда ? есть 
решение системы (9). Действительно, так как (17) интеграл си
стемы (3), то на основании уравнений (3) дифференциал ? равен 
нулю. Но вследствие (15): 

</? = Хг (?) йхх + Х2 (?) а-х2 + . . . + Хт (?) а\хт = 0. 

Вследствие того, что хи. . -,хт независимые переменные, а их диф
ференциалы вполне произвольны, из последнего равенства имеем: 

^ ( ? ) = 0, ^ ( ? ) = 0 , . . . , Х И ( ? ) ^ 0 . 

Это замечание делает иногда полезным рассмотрение системы (3) 
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вместе с системой (9), так как иногда для системы (3) легко уга
дать интегралы. 

Если мы найдем п—т интегралов системы (3), мы полностью 
проинтегрируем систему (9). 

53. Интегрирование системы (3). Метод, аналогичный методу 
Якоби. В виду эквивалентности задач интегрирования систем (3) и 
(9), всякой теореме о системе (9) должна соответствовать некото
рая теорема, аналогичная ей, о системе (3). Укажем сначала 
методу интегрирования системы (3), аналогичную методе Якоби 
интегрирования системы (9), разобранной в § 28. Примем во 
внимание уравнения таблицы (6), заполняющие в ней первый 
столбец: 

/ ( т +1) д * т + 5 {т + сц дхп ,п) 

и проинтегрируем систему (18), считая в ней хъ х3, • 
ными, а переменной независимой только хх. 

Положим 
®т +1 (Х1> Х2> • • • >хт> хт + !»•••> Хп) а т + 1 л 2 » • • • 1Л,В>

 л

т 1> • • • I л

и / т + 1 

: : : : : : : : : : : : : : : : : : : ( 1 9 > 

алгебраически независимые интегралы системы (18). После под
становки в их правые части вместо х т + 1 , . . -,хп решений си
стемы (18), из правых частей должен исчезнуть л -,. Но х%,.. ., хт, 
которые мы считали при интегрировании системы (18) постоян
ными, могут остаться. Значит а

ш + 1 , • • • а

и , вообще говоря, функции 
от х%,. . ., хт. 

Заметим, что левая часть каждого из интегралов (19) есть 
решение уравнения 

ХАЛ = 0. (20) 
Действительно, если Л одно из чисел 1, 2, . . . , п - — т , на основании 
уравнений (18) имеем 

+ П = ®= -^Г- ^ 1 + Тх ^ +!+••• + -дх~ ^ = 

их1 ихт + 1 и х п 
Ё ^ ^ ^ ш + п ¿ , , + 1 ) + _ _ _ + £ ^ ± 5 ¿ ( ' 0 ^ 

д-хг ^дхт + 1

 1 ^ дхп

 1 ) 
т. е. 

х л г м = (20,) 

в методе Якоби, левые 
;тные, положив: 

+ 1 (х1> х2>- • •> х

т> х

т + 11 * • *' хп)~Ут +1 

<?„ (*!> хг,... , х

т , хт + у . . . , хп) = 9п. 

Выберем теперь, как в методе Якоби, левые части уравне-
4г ний (19) за новые неизвестные, положив: 

(190 

9 н. Гюнтер. 
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Применяя формулу (15), мы заключаем, что новые неизвестные 

Ут+1>Ут+2>ш • ш>Уц (21) 

удовлетворяют системе уравнений: 

dym+i = х, (<?,„ + 1 ) dXl+х, (<?,„+1) dx.2 - к . . . + хт (<?,„+,) </л-„; 

Л ? » = * i ( ? » ) + ^2 (?„) </*а + • • • + *™ (?,,) А , , -
В системе (22) коэффициенты при dxt равны нулю на основании 
равенств (20j); не трудно убедиться, что остальные коэффициенты, 
будучи представлены как функции от аргументов (21), не зависят 
от 

Действительно, так как система (9) якобиева, имеем тоже
ственно: 

и значит, вследствие (20) 

0 = ^ (Xk(?m+h))-Xk (Хг ( ? m + 7 l ) ) = X, (Хк (?ж + л)). 
Значит 

хк(%1+ь) 
решение уравнения (20) и, значит, функция от его решений 

-*2i • • •, хт, ут+ уп. (23) 

Итак система (22) имеет вид 
^ . + 1 = 4" , + Ц d x 2 + . . . + c ^ d x m 

(22') 

где коэффициенты с зависят только от аргументов (23), т. е. 
она того же вида, как и система (3), но зависит от меньшего 
числа независимых переменных. 

С системой (22') мы можем возобновить наши рассуждения. 
Найдя решения системы 

дУт + 1 ( т + 1) ^Ут 4- 2 (т + 2) 

дТ2
 2 ' Лс 3

 2 дх.2 ' и ^ 
в которой на х3,. • ., хт смотрим как на постоянные, и взяв за новые 
неизвестные 

2т + 1> 2т+2- • • ' 2 п 

левые части ее интегралов, мы заменим систему (22/_) системой 
ъ = <*т  
г,т+1 "3 

(24) 
d Z n = ^dxs~y...+^dxm, | 
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в которой коэффициенты % зависят только от 
,г3, дг4. . ., хт, гт + 1,.. .,гп 

и с системой (24) возобновим свои операции, пока, после т — 1 
таких шагов, не получим системы вида 

\ (25) 

в которой К зависят только от 
Хт> ит + 1>- • • ' ип' 

Интегрирование этой системы дает значения последних неизвест
ных в функции от хт и л — т произвольных постоянных. 

Возвращаясь шаг за шагом назад к старым неизвестным, мы 
найдем окончательно их значения. 

54. Интегрирование системы (3). Метод, аналогичный методу 
Коши. Условимся обозначать как в § 34 знаком (/)* результат 
подстановки в функцию 

/ (,х1> ХЪ • • • > ХК> Хк + 1' • • * > Хт>" " '» 

чисел х^°\. . ., х1® на место хи х2,...,хк, т. е. функцию 

Я * ( 0 ) хт г ( 0 )
 X х х) 

( Положим, что ищется решение системы (3), удовлетворяющее, 
условию: при 

(0) (0) (0) (0) 
л1 — х1 » • ш • > лт лт " лт + 1 лт + V ' ' " > л п — х п * 

При только что введенных обозначениях последние условия мы 
можем передать равенствами: 

Применяя методу прошлого параграфа, мы вместо первых попав
шихся интегралов системы (18) возьмем интегралы Коши, т. е. 
положим, что соблюдены условия: 

(?» + х) 1 = Хт + 1. •- • • , ( ? „ ) 1 = хп> (26) 

При таком выборе интегралов системы (18), система (22') имеет 
особенно простой вид. Вычисляем ее коэффициент: 

вспоминая, что, как функция от новых переменных, он не зависит 
С) 

от хх, М Ы можем, вычислив его, подставлять х± вместо хи и если 
* Л 9 » + л ) = 0 > ( * * • • • • ' * » ' У , „ + 2 » -

9* 
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на основании (26) писать: 
ш (дгд,. . ., х т , ym + v yj = {Хк (<p1It + k))i = 

d(ym + h)l , к (m +1)^ ^(?1»+?|Л | _|_ 
1 6 * Л сЪ •вд. +1 

7)i + 7i 

_ / А < * + * > ) = ¿ ( » » + '0 / (0) ч 

Так как и новые неизвестные не зависят от хи их значения 
С) 

можно находить также подставляя хх вместо хх в их выражения 
через аргументы (1) и (2), откуда на основании (26) 

Ут +1 = (хт + 1)1»" - " > Уп = (Хп\ш 

и, значит, окончательно, система (22') имеет вид 

rf(*.)i = ( A ? } - J f ^ « + - - - + ( C ) i ^ 
.00 \ 

(27) 

где теперь 
/1("» + »)ч = Лш + Ц,ло) х (х ) (х)) 
\°к h °к \х1 » л2> • • • ' х,п? \xm4-lh>- • ш ЛХпП'' 

Продолжая так далее, мы должны интегрировать систему 

считая в ней ха, - • - , хт. постоянными и, найдя интегралы Коши си¬
- (0) .. ». < . . . . . . . . . 

стемы, отвечающие х2 = х2 , приравнять их решениям- системы: -

d(xm+1)2={b3

m + 1))2dx3+ ... + (bf+»)2dxm 

d{xn\ = (bf\dxa + . . . + (C) 2 dx m 

и поступать так далее, пока не придем к интегрированию си
стемы: 

d(xm + 1 ) т _ 1 = ( С + 4 )„> - 1 dxn 

d(xn)m-i=(€X-idxi m' 

или системы: 
d(xm + l)m—l . . ( tn + l K 

д — VO« )m-l> 
та — 1 / > (») 

àx„ 
= (bm) 

ч III ' . 
m 'm — 1 
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при начальных условиях: при 
„ = = д . ( ° ) . (х \ = *<°> (х \ _ _ ( ° ) 

лт лт • \-лт + 1'т — 1 лт— 1» • • • > \хп/т — 1 — х п • 

Возвращение шаг за шагом к старым переменным приведет к нахо
ждению решения. 

55. Примеры. 1) Найти решение уравнения: 

^ + ^ ^ 8 — ̂ - ^ 8 = 0. Г28) 
ХЧ ^х3 

Соответствующая уравнению система: 

дх2 х2 дхх ' дх3 ' 2х3 дхх 

замкнутая. Действительно, мы имеем для скобки Пуассона; 

х2 2х3 дхх 2х3 \ х.3 ] Охх 

Интегрируя уравнение 
дхх хг -
дх2 х2'г! 

при условии хх — х\ при х2 = 1, получаем 
_ (°) ххх2— хх • 

Положив 
Х1Х2 = У> (29) 

находим для у уравнение 

' > <1у 1~.Лх3^0, 

интегрирование крторого при условии у ~ х\ при хъ = 1 дает 

У _ (о) „ — Х^л/Т _ I— — ^1 » У — *1 У х з . у-х3 

Подставляя в уравнение (29), получаем' 

ХХХ2 — Хх ^ У^ЛГд, х1 — ' 
х2 

Разделив однако обе части уравнения (28) на хх, находим 

<1хх | а1х2 <1х3 _ 0 

хх х2 2х3 

что непосредственно дает 

2 Ьг хх + \о% х2 —• log х3 = \о% С; ххх2 = С У^з = V хз-
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2) Проинтегрировать систему 

Система якобиева, так как 

Составляя соответствующую систему в полных дифференциалах, 
имеем 

<1х3 = агх1 -\- 2с1х2 

а1х1 = х1а!х1 — х2(1х2 

С1х5 = (х2 1) С?*! + ХхЛх2. 

Так как правые части от неизвестных х 3 , л:̂ , лг6 не зависят, нахо
дим, непосредственно интегрируя 

х3 = х1~\~ ^х2 ~\~ С 3  

ХЬ = (*а—1)*1 + СБ1 

откуда ясно, что решения предложенной системы: 

ХЪ — х1 — 2*9, *4 — у (*1 2 — х2°), х5 — (х 2 — 1)х1-

3) В § 29 мы видели, что система 
, х8х4 ххх2 -^УН" у 2 2 „ А 

Р\ ~\ "¡1 Рз Т~ Рь ч 
х\х1 \ Х2Х3 Х1Х4. \ Х2Х3 

х \ 2 Ч~ х32 ^ _|_ Х3Х1 Х1Х2 р1 = 0 
ХХХ^ Х2Х3 ХхХд —\— х2х3 

якобиева. Составив соответствующую систему в полных диффе
ренциалах : 

0хг = х ^ ~ х ^ ^ хг* + х* ^ 
Х1Х* I Х2Х3 Х 1 Х 1 \ Х2Х3 

<&4 = х * + х*2 ^ + х**1 — Х1х* 

х Iх* ~т~ х%Хв ххх^ —р х2х3 

(0) (0) ' п 
ищем то ее решение, в котором: х 3 = х3 , х4, = л-4 при хх = и, 
х2 = 1. 

Отыскивая интегралы Коши системы: 
г хг* + х2* 

Х1Х4.-\-Х2Хъ Х^-]-Х2Ха 
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считая в ней х2 постоянным, находим: 

х\(1хх -(- ххс1х1 — х2а!х3 = О, 
откуда 

Х\Х{ Х2Х3 — ^1» 
Далее находим 

х2с!хх -\~ х^х3 -4- * з С & 4 = О, 
откуда 

х2х\ -\- х$х± = С 2 . 

Искомые интегралы получим из уравнений 
(0) | (0) (0) 

ХхХ± Х2Х3 — х2 * з , Х2Х1 I x¡¡Xi  — Л'3 Х4 , 
решая их относительно х3°^ и х^. Выполняя выкладки, получаем 

,.(")— _х-2х\-\-хах4. у ,.(0)_ (хЛ~х2ХзУ 
х1х± — х2х3 х.2 

Беря правые части последних равенств за новые неизвестные 
положив в них хх = 0, находим 

а {х3\ = - <^2, </(*,)! = </*2, 
ЛГ2 Хо 

откуда заключаем, что 
( П . - * ( 0 ) ^ — лг(0) 

№ л х2 — А з > ,, л1 ' Х2 

Искомые функции находим из уравнений: 

(о) x.,x^ -\- х3хА (0) 
•^1-^4 Х2Х3 — 

Х1Х4 -̂ г-̂ з 
^4 

56. Уравнения характеристических многообразий систем ли
нейных уравнений. Согласно с определением, данным в § 33, 
если 

/т-г-1' / т + 2> • - • ' /те 0-0) 

алгебраически независимые решения системы 

Х , (г) = + 6 Г + 1 5 " Х ^ — + • • • + 4" } = 0 
^ 1 1 ^ » + 1 1 дх,ь 

у { \ а х I ;(«» + !) I I / (п) <Эг -
^- + ьт Ь • • • +ьт- д --о, VI 

(9') 

то собрание уравнений 
С ш + 1> /?» + 2 = = с т + 2> ' • •' ?п~ Сп ( И ) 

в которых с 7 В + 1 , . . ., с и , с — произвольные постоянные, определяет 
характеристическое многообразие системы (9Г). 



136 Гл. IV. О системах уравнений в полных дифференциалах 

Но равенства (11) и ( l l j очевидно образуют интегралы 
системы 

d , m + l = ь г + 1 ) dXl+ьт+1) d X , + . . . + d X m 

(3) 

(3.) 
л „ = Й';0 dxl + 6^ л а + . . . + с 

¿ £ = 0. 
Итак, нахождение характеристических многообразий системы (9'), 
сводится к нахождению собрания интегралов системы в полных 
дифференциалах из уравнений (3) и (3^. Поэтому систему из 
уравнений (3) и (3)) можно называть системой уравнений характе
ристических многообразий системы (9Х). 

Положим далее, что дана система неоднородных уравнений: 
I ;А>п +1) | И») 7 V 

• • " Г ¿ 1 Р„ = ^ 
(0) 

(30) 
I т(»в+1) _]_ L Л") п 7'") 

Л » Т 0,„ j Л „ +1 + • • • + Ьт Рп = Ьт , 
которую мы считаем замкнутой. Интегрирование системы (30) сво
дится к нахождению z из уравнения 

V(xx, . . .,х„, z) = 0, 
где У находится интегрированиетл системы 

(т + 1) (0) 

| , 0 » + 1) 
ЧHI ~Т~ и

 т Чт + 1 

(31) 

в уравнениях (31) 

Если 
4i-

К, 

дУ  
dz 

;Vn,V0 (32) «14-1' У,п + 2> 

алгебраически независимые решения системы (31), то, согласно 
определениям, данным в § 46, собрание уравнений 

Ут +1 ~ Сте4-1» Ут+2~ Ст+2> • • Уп~ Сп' У0 ~ 0 (33) 
определяет характеристические многообразия системы (30). Но 
каждое из равенств (33) есть интеграл системы в полных диффе
ренциалах 

^,14-1 = ь ? + 1 1 л , + о? + » & , + . . . + ъ{;;;+ч dx,¡ 

dxn = b\aUXl - f 62"; J * 2 + . . . + С л . . 
J (34) 
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Систему (34) поэтому можно называть системой уравнений 
характеристических многообразий системы (30). 

Из сказанного вытекает, что интегрирование системы в полных 
дифференциалах, соответствующей некоторой замкнутой системе 
уравнений, вместо самой системы равносильно выполнению инте
грирования системы, начиная с нахождения ее характеристических 
многообразий. Такой прием соответствует приемам, указанным 
в главе первой для интегрирования одного уравнения. 

Например, для нахождения того решения системы (30), в ко
тором 

(0) (0) о / ч 
при = *! ,...,хт= хт : X = 1) (хт + 1, хп), 

надо искать характеристические многообразия, расположенные на 
этом решении. Для этого достаточно решить для системы (34) 
задачу Кошипо правилам § 51, с ч и т а я х ^ + 1 , . . .,х^ произволньыми,. 
а г 0 равным &(х^ + 1, •.., х^). Самое решение есть геометрическое 
место найденных характеристических многообразий, т. е. полу-

(0) (0) 
чается из них исключением хт + х, . . ., хп . 



ЧАСТЬ ВТОРАЯ. 

НЕЛИНЕЙНЫЕ УРАВНЕНИЯ ПЕРВОГО ПОРЯДКА. 

ГЛАВА ПЯТАЯ. 

О ПОЛНОМ ИНТЕГРАЛЕ ЛАГРАНЖА. 

57- Основные определения. Положим, что дано уравнение 

г= V (хх, х2, .. ., хп, ах, с.,, • • - , ап), (1) 

левая часть которого, кроме п независимых переменных, зависит 
еще от л произвольных постоянных. Мы не считаем функцию \ 
однозначной функцией от аргументов лг1, х.2, хп, так же как 
и от аргументов ах, а.2, . . ., а„; если У многозначная, мы понимаем 
под (1) одну из ее ветвей. Трактуя г ;;ак функцию от хх, х2, . . ., л-„, 
ищем ее производные по этим аргументам. Дифференцируя по 
л-2, . . . , х,„ получаем: 

дУ дУ дУ 
Р1==дхТ' Р 2 = = ^ ? Рп"дхТ/ ( 2 ) 

Уравнения (1) и (2), число которых и—{—1, зависят от п аргу
ментов с и а 2 , - . ., а„. Значит эти аргументы можно из нихи склю-
чить. При таком исключении может обнаружиться одно из двух: 
или после исключения а,, а.2, ап получится только одна зави- " 
симость 

/ ('-'ц Хп, •. ., х„, г, ри р2, . . ., / 0 = 0, (3) 

связывающая остальные аргументы 
хх, х2, .. ., х,„ г, рх, р2, • • •, рп, 

или таких зависимостей получится несколько. 
В первом случае в результате исключения получится дифферен

циальное уравнение первого порядка в частных производных (3), 
для которого г, данное равенством (1), является решением, причем 
решением, зависящим от п произвольных постоянных. Это решение 
уравнения (3) называется его полным интегралом Лагранжа. 

Во втором случае уравнение (1) должно быть откинуто: функция У 
не обладает качествами, при которых она могла бы определить 
полный интеграл некоторого уравнения. 

Если из п -4-1 уравнений (1), (2) можно выбрать п таким образом, 
что из них можно найти постоянные ах, а2, ап, то г полный 
интеграл уравнения (3). Уравнение (3) получается подстановкою 
на место а,, с„ найденных их значений в неиспользованное 
уравнение из собрания (1), (2). 
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Наоборот, если исключение постоянных с, , а.2> ...,ап приводит 
к двум или большему числу зависимостей, то эти постоянные 
связаны менее чем п уравнениями и из системы (1), (2) найдены 
быть не могут. Следовательно данное выше определение можно 
перефразировать так: г есть полный интеграл уравнения (3), если 
из тг -4— 1 уравнений (1), (2) можно выбрать п уравнений так, чтобы 
из них можно было найти все аргументы аи а2, ..., ап. 

Из сказанного вытекает, что в соответствие некоторым урав
нениям в частных производных первого порядка можно привести 
полный интеграл. Можно непосредственно установить, что в соот
ветствие всякому уравнению первого порядка может быть приведен 
полный интеграл. Мы не останавливаемся здесь на доказательстве 
этого утверждения, так как в последующем будет указана метода, 
позволяющая, действуя планомерно, находить полные интегралы по 
данным уравнениям. 

Приведем, для начала, пример функции, не обладающей каче
ствами, необходимыми для того, чтобы она была полным инте
гралом некоторого уравнения. 

Положим 
г = У ( * 1 — агГ + (*в - с 2 ) 2 + х3 - с 3 ; (4) 

здесь функция г зависит от трех произвольных постоянных. Но 

Р\ У(х1-а1Г + (х2-а2Г 

Н* У(х1-а1Г-Г(х2-а^ 

р 3 = 1. (5) 

Третье из уравнений (5) есть уже результат исключения по
стоянных аи Со, а3; из первых двух уравнений (5) ах и а 2 исклю
чаются возведением уравнений в квадрат и сложением. 

Имеем две зависимости: 

откуда заключаем, что уравнение (4) не полный интеграл. 
С другой стороны, мы всегда найдем полный интеграл уравнения 

/ (хи дг2, *„, г, рг, р 2 , р ( 1) = 0, 

если нам удастся найти решение его, в котором, например, при 
хг = 2 = а + « Л + а 8 * 8 + • • • 4- а

п

г п -

Действительно, положим, что 

г= У (хи х2, .. ., х„, г, а, а3, . . ., с„) (Г) 

такое решение. Составляем уравнения: 
дУ дУ дУ ' 

Ра = з — , • . - , Р«=?ГГ- (2) дХ1' ™~~дх.2' " ••' Ип~~дхп' 
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Из уравнения (!') и последних п—1 уравнений (2) могут быть 
найдены все постоянные а, а2, . . ., ап. Именно, при = эти 
уравнения принимают вид 

2 = « + а д + • • • -Га,гхп 

Р-2 = а* Рз = аз> • • • > Р„. = а„ • 

Действительно, желая вычислить, например, значение произ-
(0) (0) 

водной по х2 при х1 = х1 , мы можем подставить л* вместо хх до 
дифференцирования и дифференцировать после подстановки. 

Полученные последние уравнения, очевидно, допускают решение 
относительно а2, а3) .. ., ап, а. 

Отсюда заключаем, что уравнение (1') и последние п — 1 урав
нений (2) при произвольном хх должны допускать решение относи
тельно этих аргументов, так как они допускают его при некотором 
частном значении хх. 

Для любого линейного уравнения мы умеем находить решения, 
удовлетворяющие поставленному начальному условию; следова
тельно можно считать уже установленным, что любому линейному 
уравнению первого порядка можно привести в соответствие полный 
интеграл. 

Если, желая избежать употребления многозначных функций, мы, 
вместо того, чтобы задавать г уравнением (1), зададим его неявно 
уравнением: 

"7 (хи -г», . . . , х„, г, щ, . . . . а„) = 0, (1^ 
мы можем, при наличии уравнения (1^, заменить уравнения (2) 
уравнениями 

уравнения (2х) передают производные от г только после исклю
чения из них г; но, приписав к ним уравнение (12) и имея в виду, 
что исключению подлежат аъ а2, • • •, а,., мы можем сохранять их 
в виде (2!). 

Отметим некоторые частные случаи. Если уравнение (3) может 
быть решено относительно рх и переписано в виде 

Р1 = Р (*1> *2» • • • •*>•• г> Р2. • • •> Р»), (6) 

то наверное уравнение (1) и последние п — 1 уравнений (2) раз
решимы относительно произвольных постоянных. 

Иначе из этих уравнений можно было бы их исключить и по
лучить, значит, уравнение, не зависящее от ри тогда как, вслед
ствие единственности результата исключения, полученное урав
нение должно быть равносильно (6) и, значит, должно содержать рг. 

Также, если уравнение (3) содержит г, то из уравнений (2) 
можно найти все постоянные аг, а2, . . . , а„; иначе их можно было бы 
исключить и получить уравнение, не зависящее от г. 
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Отметим одно следствие предположения, что уравнения (2) 
разрешимы относительно ах, а2, ..., ап. В этом случае якобиан 
их левых частей относительно этих аргументов не тождественно 
нуль, и мы имеем: 

дУ дУ_ 
дхх' 0х.2' 

дУ\ 

О (аи а., а,,) 

д*У д*У д*У 
дхуда^ дххда2 

- ' 5 дххдап 

д^У д°~У д*У 
дх2да1' дх2да2' "' дх2дап 

д2У д*У д*У 
дхпдах дхида2 "' дхпдап 

Переставив в определителе столбцы и строки, заключаем, что 
он равен якобиану 

(дУ_ дУ_ д_У\ 
и \да,> да2> да„) 

£> (хи х2, Х„) 
который, следовательно, не тожественно нуль. 

Отсюда следует, что система уравнений 
дУ , дУ , дУ , 

—• 6 1» Х Г = 62> да, "1' да2 да„~ п 

допускает решение относительно хх, х2, хп. 
Это замечание нам пригодится в дальнейшем. 
Отметим в заключение, что когда уравнение (3) не зависит от г 

ч ^и имеет вид 
/ *а> •••> х„, ри р 2 , р„) = 0, (3') 

исключение аи а.2, .. ., ап должно быть выполнимым из одних урав
нений (2). 

В этом случае подобающим выбором постоянных аи а2^ . .., ап 

полный интеграл (1) может быть приведен к виду 
г=У (хх, х2, хп, ах, а2, ап_х)^а^, (Г) 

в котором одна из постоянных входит аддитивно. 
Действительно, замена г на г — а / о с т а в л я е т г решением урав

нения (3'); но г принимает вид 
х= У (хх, х2, . • . , хк, аг, а2, . . . , а , , ) -}-а / . (1'!) 

Из уравнений (2) нельзя найти всех постоянных а1г а.2, ...,а„; 
но тг — 1 из них найти можно; иначе в результате их исключения 
обнаружились бы две зависимости между аргументами хи .. ., х„, 

У А> • • •» Р«.-
У Положим, что могут быть найдены ах, а2, ...,ап_1; тогда ап 

можно заменить каким-нибудь числом, выбранным только так, 
чтобы возможность нахождения ах, а., ..., ап _ х сохранилась. Урав
нение обратится после этого в (1'), из которого можно найти 
последнее постоянное ап'. 
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58. Примеры. Укажем несколько типов уравнений, для которых 
мы легко можем составить полный интеграл. 

1) Уравнение вида 
/ (А, Р-2, • • Р«) = 0, (") 

не зависящее явно от независимых переменных и неизвестной 
функции. 

Для уравнения (7) полный интеграл имеет вид 

г = аххх + а2хг -\- ап_ххп_! + схн + а, (8) 
где ах, а.2, . .., ап_х, а произвольные постоянные, а с постоянная, 
найденная из уравнения 

/ (<*!, аа» • > ап-1> с) = 0. (9) 
Действительно, дифференцируя (8), имеем 

Р1 = а1> Р 2

 = ОГ2> • ' Рп-1=ап~1' Рп=с- (10) 

Замена в (9) ах, а2, . • ., ап_х, с их выражениями восстанавливает 
уравнение (7); значит, (8) есть решение уравнения (7). При этом 
из уравнений (8) и (10) могут быть найдены а, ах, а 3, ап_х. 
Значит (8) не первое попавшееся решение уравнения (7), зависящее 
от п постоянных, но именно полный интеграл. 

2) Уравнение вида 
г = ххРх 4- х2р2 + • • • 4- х„р„ +/ (рх, р2, рп) ( И ) 

называется обобщенным уравнением Клеро. Его полный интеграл 
х = аххх -\- а2х2 + . . . 4ла„х п +/ (ах, а2, ап). (12) 

Действительно, из (12) имеем 
Р\ = °и Р2 — °2> • • ' > Рп — ап- (13) 

• Подставляя в уравнение (11) вместо г и рх, рп их зна
чения (12) и (13), получаем тожество. Значит (12) решение урав
нения (11). Так как из уравнений (13) можно найти ах, а2» • • • > ат 
(12) есть полный интеграл уравнения (11). 

3) Для нахождения полного интеграла уравнения 

Л С*1. А ) . Л (*2> Р2)> • • •> / я - 1 ("гп-1> Рп-д> / » (*п> Р«) = 1| ( 1 4 ) 

полагаем 

Л (*1> Р ^ ^ ^ ' Л (*2> Р2) = а 2 . • • • ' / « - ! С * » - И Р п - 1 ) = « » ' _ ! • | 

* / 1 К 1 5 ) 
/ » (*«. Р») = -Т^Г- « • | 

Решая последние уравнения относительно рх, р2, рп_х, рп, 
находим 

/?1 = ?! С*ц а х ) , Р г ^ г (*2> я*)» • • •> Р п - 1 = <Р»_1 ( ^ - 1 ' а п - 1 ) » ] 

1 \ К150 
°п = <?п хп> г - — ) > 

\ «1» а2> • • •» " я —1/ ] 
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откуда заключаем, что 

г = а 4- (хи а,) с/дг1 4- ^ \ 2 (х2, а2) с!х2 + 

+ / %» (*«» — " ) Й ' А « (16)' 

полный интеграл. 
Действительно, дифференцируя последнее равенство, восстана

вливаем уравнения (15'), из которых получаем уравнения (15). Из 
последних следует, что (16) есть решение уравнения (14). 

Так как возможность переписать уравнения (15') в виде (15) 
говорит о том, что из уравнений (15') можно найти ах, а2, • • •, а , 1 _ 1 , 
а уравнение (16) очевидно дает а, ясно, что (16) полный интегоал. 

4) Если 
Та. Та. • • • • ? » 

главные решения линейного однородного уравнения 

ХхР, - ' г ХгРъ + • • • 4- ХпРп = 0, (17> 

отвечающие хх = х| 0 ) , т. е обращающиеся соответственна 
в х2, . . •, хп когда хх = х^\ то полный интеграл уравнения (17): 

Если 
У2, У3, .... Уп, У0 

главные решения уравнения 
дУ дУ , ,хдУ_ , ^ 

обращающиеся при хх = хх^ соответственно в х2, х3, хп, г, то-
полный интеграл уравнения 

Х1Р1 + Хм + • - • + ХпРп = Х (17') 

получаем, найдя г из уравнения 

У0 = а + а2У3 + а3У3-г ... +апУп. 

При дг1 = д:^) последнее уравнение обращается в 

г = а + а2х2 + а3х3 + . . . 4- апхп; 

следовательно, во-первых, из него можно найти г, во-вторых, найден
ное г, как замечено в прошлом параграфе, будет полным интегралом. 

59. Нахождение по полному интегралу решений уравнения. 
Давая в равенстве (1) постоянным а х, а2, ..., ап различные частные 
значения, мы будем получать различные решения уравнения (3). 
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Возникает вопрос, нельзя ли получить из (1) решения уравнения(З), 
заменяя а1г . . ., ап не постоянными, а функциями от х„ х2, . . ., хп. 

Уравнение (3) получено путем исключения аргументов а,, а.2, . . ., ап 

из уравнений (1) и (2). При таком исключении безразлично, что 
исключалось, постоянные или функции. 

Значит, если мы подставим вместо а„ а2, а„ в (1) такие 
функции, чтобы уравнения (2) сохранили свой вид, то г, найденное 
из уравнения (1), попрежнему будут решением уравнения (3). 

Выясним, какому условию должны удовлетворять эти функции 
а„ ап, чтобы уравнения (2) сохранили свой вид. 

Дифференцируя уравнение (1), имеем, не считая а„ а.2, • а„ 
постоянными и заменяя а\г через 

Р^х, --!- р2йх2 + ... -\гр„с!х„, 
что 

Р^х, + • • • -г рп<1хп = 3— (1х, + . . 

Л - д У А дУ_ 
да.-, - р С?Оо 

Л-ДУ А Л-

дУ 
да. с1а„. (18) 

Но в силу уравнений (2) члены в первой строке в (18) сокра
щаются. Значит функции а„ а 2, а„ удовлетворяют условию 

дУ с1а1 -
дУ 

с!а2 -
дУ_ 
да„ с 1 а = 0 . (Щ да, ' да2 

Обратно, если соблюдено условие (N8), из равенства (18) выте
кает, что уравнения (2) соблюдены. Значит условие (ЫВ) необходимо 
и достаточно для того, чтобы (1) осталось решением уравнения (3). 

Рассмотрим, какие заключения можно сделать о функциях а , г 

а2, . . ., ап исходя от условия (ЫВ). 
Считая, что а„ а2, . .., а„ функции о т х „ х2, .. ., хп, мы можем 

условию (№3), выполняя дифференцирования, дать вид: 
дУ да.. дУ_ да, дУ да2 

да, дх, да2 дх, 
!дУ да, , дУ да2 

\да, дх2 

1 да2 дх2 ' 

• • + 3 5 : 

1дУ да± . дУ_ да^ 
[да, дхп ~^да2 дхп ' 'да» дхп 

с1х = 0, (19) 

откуда, пользуясь произвольностью дифференциалов независимых 
переменных, заключаем, что справедливы равенства: 

дУ_ дщ_ . дУ_ да^ 
да, дх, да2 дх, 
дУ да, , дУ да2 

дах дх2

 п да2 дх2 

дУ да 
да,, дх, 
дУ да 
дап д. Хп 

•̂ = 0 (20) 
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Трактуя равенства (20) как систему однородных уравнений 
относительно 

дУ_ д_У_ дУ_ 
да,' да2'. ' " м да,,' 

заключаем, что или определитель из коэффициентов в уравне
ниях (20) равен нулю, т. е.' 

да, да, 
дх7' дх,' • ' дх, 
да. да2 да,, 
д!с,' дх„' ' "' дх2 

дах да2 да,, 
дх,; • •••дх,; 

= 0, (21) 

или справедливы равенства 
дУ „ дУ 
да, ^ даТ-0' • ' 

дУ_ 
да» 

= 0. (22) 

Равенство нулю определителя (21) говорит, что функции а,, . . . а„ 
связаны по крайней мере одной зависимостью вида 

ш (а„ а.,, . . ., а„) = 0. 
Если вместе с определителем (21) равны нулю и все его миноры, 

то этих зависимостей может быть несколько. 
Итак, если справедливо условие (№), то или справедливы за

висимости 
«ь,(а,, а 2, . . . . а„) = 0, ш2 (а„ а.2, а^ = 0, 

. (а„ а 2, . . . , а„) ~ 0, (23) 

число к которых равно одному из чисел 1, 2, . . ., п, или функции а,, 
а2, . . . , ап удовлетворяют уравнениям (22). 

Связав функции а„ а 2 , • • . , а„ условиями (23) и пользуясь 
уравнением (№), мы можем их, вообще говоря, найти. 

Действительно, положим сначала, что уравнения (23) решены 
относительно к из функций а„ а 2 , . . . а,., имея, например, вид 

« 1 = & 1 (а7с + 1> • • • > а,)> ° 2 = ! У2 + • • • ' ° 0 ' | 

Подставляя эти значения а,, а 2 , . . . , с л в уравнение (№) и прирав
нивая нулю коэффициенты при «/ак + 1 , • • -, <1ап, мы получим сначала 

дУ <?&, 
да, 

дУ дК 

дУ дЬ, 

Оа, да,. 
дУ дЪ, 

1 да 

• + 
-И 

1с 6 а к + 1 

дУ дЬк 

да~,. 

дУ 
дан+1 

дУ 

с!а к + г 

да,. 

:2 дап

 1 1 да,, да,, 1 да„ > 

д а к + 2 
^ак + 2 + 

да, да,. да, 

10 Н. Ггонтер. 



146 Гл. V. О полном интеграле Лагранжа 

дУ <?&, 
и затем 

1 
да, да,. + 1 

(24) 

дУ дЯ, , , дУ д\)к оУ 0 

Из уравнений (23') и /2 — к уравнений (24) можно, вообще говоря, 
найти все функции а„ а 2 , . . . , ап. 

Искомое решение есть, следовательно, результат исключения 
параметров а,, а.?, . . . , а,, из уравнения (1) при помощи урав
нений (23') и (24): 

Заметим, что, подставив в (1) вместо аи . . ., аи их значения (23'), 
мы получаем х в виде функции от х„ . . . , х„ и параметров 

На полученное уравнение можно смотреть как на уравнение 
семейства поверхностей в пространстве п -\- 1 измерений, зависящих 
от /г — к параметров. 

При такой трактовке уравнения (1) искомое решение есть оги
бающая указанного семейства поверхностей. Действительно, урав
нения (24) говорят, что точки 

(х„ л,„ х) 

поверхности (1), лежащие на поверхностях (24), принадлежат при 
наличии уравнений (23') также и поверхностям семейства бесконечно 
близким к поверхности (1), а искомое решение есть геометрическоб" 
место этих точек. 

Задание условия (№), значит, равносильно указанию, что 
искомое решение есть огибающая некоторого семейства поверх
ностей, определенного полным интегралом. 

Если 72 = 2, то при наличии одной зависимости между пара
метрами а,, а 2 наше семейство поверхностей зависит от одного 
параметра. 

В этом случае уравнения (1) и (24) принимают вид: 

х = У (Х„ * 2 , Я (а,), а.2), д/~ О' (а 2 ) + ^ = О 
и определяют линию — характеристику огибаемой — а искомое 
решение — геометрическое место этих характеристик. 

В случае, когда тг > 2, мы получаем решение как геометри
ческое место линий — многообразий одного измерения в про
странстве тг -4-1 измерений — только в том случае, когда число 
зависимостей (23') равно единице. Если число зависимостей (23') 
равно к, искомое решение есть геометрическое место многообразий 
измерения к; число уравнений (1) и (24) равно именно п. — к-\-1 
и, значит, число независимых переменных равно к. 
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Можно, конечно, определяя функции а,, а 2 , . . . , ап, не отдавать 
с самого начала предпочтения некоторым из них и вести исклю
чение методом неопределенных множителей. Дифференцируя урав
нения (23), имеем: 

rfa,+^ „ « , + . . . + ^ r f « = 0 
да, да2 ~ 1 дап 

д<*>,- , , дт,. . , , (?«.. . 
d¿ d a ^ a t d a ^ - - - + K d a n ^ 

Умножая последние уравнения последовательно на \„ Х2, 
и прибавляя к уравнению (NÍ),  получаем 

, . сЦ. \ , , /дV . дш ¡dV 
4 Л 

дш- j _ 
\оа, 4 Л да\~ 1 

- г К 
дт!:  

da~¡ 

t L i : да, J 1 1 \да2 ' 4 да, 
dV , . да, 
да,, 1 1 да 

уравнение (№) будет соблюдено при наличии уравнений (23), если 
коэффициенты при da¡ , da2, dan в последнем равенстве будут 
равны нулю. 

Приравнивая их нулю, получаем: 

да, 1 A l да, 1 da, ~ ° 

> (25) 

Из А уравнений (23) и п уравнений (25) могут быть, вообще 
говоря, найдены функции а,, а2, .. . , ап и множители л,, л а, . . . , л;.. 

Решение, получаемое из полного интеграла в предположении, 
что в (23) функции о),, ш2, . . . , со;. произвольны, называется общим 
интегралом. 

Дазая в общем интеграле функциям <ь„ <в2, . . . , ю7. частные зна
чения, мы будем из общего интеграла получать различные частные 
решения. 

Если функции а„ а 2 , • • • , ап найдены из уравнений 

то решение называется особенным. 
Принимая во внимание сказанное выше об общем интеграле, 

можно сказать, чти определенное нами теперь особенное решение 
есть огибающая семейства поверхностей (1), зависящих от п пара
метров. 

1С-
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Если вместо уравнения (1) мы выберем уравнение (1]), дающее г 
неявно, то вспоминая, что уравнения (2) получаются из урав
нений (2,) исключением г при помощи уравнения (1,), мы должны 
условие (18) заменить условиями 

Х%, , л-„, г, аи а.2, . . . , а„) — О 

{р,йх, +р 2 с/х> - г • • • -гРп<1хп) + ^-<1х1^ 

, д\У , ^ , дЧР , , д\У, , 

- г д — "л'-> ~г • • • + ~3— "X,. 'дао дхп 

О, 

(18,) 

что приводит к заключению, что условие (N5) равносильно усло
виям: 

д№ , . д\У , , , д\У 

1705 - да» 
№' {х„ х.2, . . . , хп, г, а„ а.2, . . . , а,,) —О 

Уравнения (22) для нахождения особенных решений должны 
быть заменены уравнениями 

— = 0 — да, ' ба.2 ' ' ' '' дап 

= 0 
(22,) 

ЦТ" (х„ л-,, • • ., хи, г, аи а2> • • • >а») —О» 
так как при наличии уравнения (1,) мы, очевидно, имеем 

д№ дУ_ , 
дг да1 ^ да,-

Ясно, что в случае уравнения вида (1,) в виду того, что в окон
чательной системе уравнение (1,), сохраняется, уравнения (24) можно 
заменить уравнениями 

дШ дЪл 

дах да 
4--

д!У дК д\У 

к +1 д а к д а к + 1 да 
= 0 

к+ 1 

да, да,,т 

д_Ш д\_ , д ^ =  

г да,, да,, ^ ^ да., 

(24,) 

60. Об общем интеграле. Сказанное в прошлом параграфе 
может навести на мысль, что неособенные решения уравнения (3) 
могут быть разных родов: решения, получаемые, когда число к 
зависимостей (23) равно 1, 2, . . . , п. Но такое разделение было бы 
неправильным. Каждое решение может оказаться решением любого 
рода, смотря по тому, каков исходный полный интеграл. 
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Последнее обстоятельство подтверждается следующим примером. 
Возьмем уравнение 

г = х,р1-\г х2р2-\-харг. (26) 
Уравнению (26) удовлетворяет, как не трудно убедиться, функция 

г = У л ^ + ^ ' + ' в 8 • (27) 
Уравнение (26) частный случай обобщенного уравнения Клеро. 

Его полный интеграл 
2 = « Л ~Ь « - ^ 2 + аз~ з - (28) 

Чтобы найти значения аи а 2 , а а , при которых г, найденное 
из (28), обращается в (27), пользуемся уравнениями 

Р\ = р 2 = а 2 , ра = а3. 
Подставляя в них вместо р,, р 2 , р 3 их значения, найденные 

дифференцированием (27), получаем 
X, дг2 

откуда 
С 1 2 + < + а 3 2 = 1 . (29) 

Итак, а „ а 2 , а:> связаны одной зависимостью. 
Но нетрудно убедиться, что за полный интеграл уравнения (26) 

можно взять еще равенство: 
г = а, У л-,2 -|- х£ -\- л-8

2 -)- а.2х„ -{- а3х3. (28,) 
Действительно, имеем 

х2 1 1 

I ( 3 0 ) 

Подставляя в уравнение (26) вместо г его значение (28,), 
а вместо р , , р 2 , р3 их значения (30), мы получаем тожество; г дей
ствительно решение уравнения (26). При этом из уравнений (30) 
можно кайти последовательно а„ с 2 , а 3 ; значит (28л) полный 
интеграл. 

Заменяя в (30) ри р 2 , р 3 производными от функции (27), полу
чаем уравнения: 

1 У Х* + Х2* + ха* / ^ + ^9 + ^ ' 
•*2 | Хо 

а ----- _ -л-д = * 
У х^ + х^ + х,? " У *,* + *88 + *8а 

а, - у - Х з ^ ^ д . ^ *» 
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из которых находим: 
ах = 1, а 2 = 0, а3 = 0. 

Итак, чтобы получить решение (27), надо в полком интеграле (28!) 
связать а х , а.2, а л тремя зависимостями. 

Наконец, за полный интеграл уравнении (26) можно взять ра
венство 

х = а х ( У * 1

э - г * а 3 + *в а - V + ¥ » Т ¥ « . (282) 
Действительно, имеем: 

аххх ахх% а{х.2 ^ 

+ а.,, Р з = г - 1 - 3 \-аЛ (30') 
V х*-\-х2*-\-ха* Ух^ + х^ 3/ 

Подставляя в (26) вместо %, р х , р 2 , р 3 их значения (282) и (30'), 
получаем тожество; значит г действительно решение уравнения (26); 
при этом из уравнений (30') можно последовательно найти а х , о 2 , а 3 ; 
значит г полный интеграл. 

Заменяя в (30') р ^ р-2, р г производными от функции (27), полу
чаем уравнения 

Хл 

Л ^ Т х ~ . Г - ^ 1 V х?-\-х?+Хъ* 

а,.Го ахх2 | Хг 

V хх*+х.2* + х32 V ***-{-*з*' ' ' V х^+х^ + Ъ* 
«1^3 , 

V ^ + ^ + ^ У~х7Тх7 а*~ У ^ ^ х ? + х ? ' 

Первое из них дает я, = 1 ; подставляя это значение в последние 
два, имеем: 

хч хз 

V х? + х£ ' Ухо2 :, хз~ 
откуда 

а 22 + а 3 2 = 1 . 

Итак, чтобы получить решение (27), надо в полном инте
грале (282) связать а х , а 2 , а 3 двумя зависимостями. 

Для примера восстановим решение (27) из полного интеграла (28), 
пользуясь зависимостью (29). 

Применяя формулы (25), мы должны к зависимости (29) при
соединить уравнения 

хх+2'ках = 0, * 3 + 2>.а 2 = 0, л-„ + 2 о 3 = 0, 
из которых 

„ х1 „ х

9 Х3 2 , 2 г д — . ^ 2 

<2\ — о ) / а 2 = о";-. а3 — — 7ук' Х\ ~ГХ2^ГХ3—ЦК> 
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и, окончательно, 
Хг Хо 

а, = --т^--- , а* = —, 

Со 

Подставляя эти значения в (28), мы получаем решение (27). 
Рассмотрим еще несколько примеров, которые нам понадобятся 

в дальнейшем. 
1) Мы видели, что полный интеграл уравнения 

2 = ххрг + Л-2р2 ~ ( /V"+ Р> 2 ) (ПО 

равен 

г ^ х ^ - ^ х ^ — — (а* + а.2-). (12') 

Найдем то решение уравнения, в котором 
с ^ - Н а з 2 — 1 = 0. (31) 

Записывая, что производные от (12') по а1 и а 2 пропорцио
нальны производным по а, и а 2 от левой части (31), имеем: 

X, Р\ Хр Оп ^ ^ у Хх х% 

а, а.2 ' а, а% ' 
Подставляя значения ах и а 2 в (31), получаем: 

У ^ + х У ' °2 у х * - \ - х У ' 

откуда после подстановки в (12') находим: 

г = У х^-гх^ ~. (32) 

2) Приравняв нулю частные производные от (12') по а, и а 2 , 
находим 

хх — а 1 ==0, х2 — а 2 = 0. 

Подставляя найденные значения ах и д 2 в (12'), находим осо
бенное решение уравнения (11') 

2 = - у ( ^ + *оД>. (33) 

61. Характеристические линии. Переходя к задаче нахождения 
решений по данным начальным условиям, мы рассмотрим сначала 
случай уравнения с двумя независимыми переменными: 

/ (хл, х», г, ри р 2 ) = 0. (34) 

Найти решение этого уравнения, значит найти поверхность в про 
странстве трех измерений. 



152 Гл. V. О полном интеграле Лагранжа 

Положим, ЧТО 
г = У(х{, х.2, аи а2) (35) 

полный интеграл уравнения (34). Исключая а, и а-2 из уравнения (35) 
и уравнении 

дУ 
дх. />2 = 

ду_ 
дх, (36) 

мы восстанавливаем уравнение (34). Значит, безразлично, задать 
уравнение (4) или уравнения (35) и (36); то и другое задание 
определяют одну и ту же зависимость между л-„ л'2 ) г, ри р.2 и, 
значит, те же поверхности в пространстве трех Измерений. 

Положим теперь, что дано неособенное решение 

2 = Ф(хих.2), (37) 
которое можно восстановить из полного интеграла (35), связав а, 
и а-2 одной или двумя зависимостями, и выбирая, в случае надоб
ности, подобающую ветвь функции (35). 'Рассмотрим сначала слу
чай, когда решение (37) получается установлением одной зависи
мости 

« 2 = (38) 
где » некоторая функция; ее можно найти, подставляя в (35) и (36) 
вместо г его значение (37) и исключая из результатов л:, и х2. 
Для нахождения а, и а2

 П Р И наличии зависимости (38) надо, по 
сказанному в § 59, присоединить к уравнениям (35) и (36) уравнение 

дУ ^дУ г 

(37). 

(370 

да, 
Исключение а, и а-2 из этих трех уравнений даст уравнение 
Значит безразлично, задать уравнение (37) или уравнения 

г = У(х„ х2, а,, а.,) 
дУ дУ , , . . 
•да-+-да-у^) = ° 

а 2 ~ <? ( а 1 ) 

Мы дадим системе (37,) более симметричный вид, вводя в рас
смотрение еще один параметр и еще одно уравнение. Очевидно, 
что система 

г = У{х„ х2, а„ а2) 
дУ дУ 
-г Н-т С = 0 
дЪ да2 | (372) 

«а = <? («О 
с = ? '(«,) 

вполне равносильна системе (37^, а также уравнению (37): исклю 
чение из нее а„ а2, с также приводит к уравнению (37). 
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(39) 

Приступая к такому исключению, мы можем сначала исключить 
из первых двух уравнений а2 и с. Положим, что мы получим 

г= 1/(лг„ л-о, аи <?(«!)) 
л:,, а,) = 0 

Исключение из этих двух уравнений а, даст поверхность (37). Но 
уравнения (39) при всяком а, определяют некоторую кривую в про
странстве, и если считать в них а, произвольным параметром, то 
они определяют семейство кривых, зависящих от одного параметра. 

Кривые семейства (39) мы назовем характеристическими ли
ниями решения (37). Так как уравнение 
(37) получается исключением а, из уравне
ний (39), поверхность (37) есть геометриче
ское место кривых (39) и, значит, каждая 

. характеристическая линия решения лежит 
на поверхности (37). 

Сопоставляя сказанное теперь со ска
занным в § 59, мы имеем: решение (37) 
есть огибающая семейства поверхностей, 
зависящих от одного параметра, в кото
ром характеристики суть характеристи- и с ' 
ческие линии решения (37). 

Рассмотрим систему из первых двух уравнений (372): 
г= У(х1г х2, а,, а.2) 

дУ дУ 
~а г с " з — —О 
аах оа2 

(40) 

Эти уравнения определяют семейство кривых, зависящих от 
трех параметров. 

Мы назовем кривые этого семейства характеристическими 
линиями уравнения (34). 

Примечание. Мы имеем дело в (40) действительно с тремя 
независимыми параметрами. Если бы второе уравнение (40) 
удовлетворялось тожественно значением с, равным функ
ции от а! и а 2 , то мы могли бы написать тожества: 

д*У д2У 
с = 0, 

д*У с = 0. 
да1дх1 ' да2дх, ' да^Ох^ да%дх2 

Когда уравнение (34) зависит от г, из этих тожеств вытекает 
невозможный результат: 

дУ дУ" 
дх,' дх2 

П(аИ а 2 ) 
0; 

если г не входит явно в (34), одна из постоянных, скажем а 2 , 
дУ дУ 

аддитивная, и написанное тожество говорит, что - 5 — и - 5 — 
ОХ, ОХо 

одновременно не зависят от а,, что также невозможно. 
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Из этого заключаем, между прочим, что уравнения (40) 
действительно определяют линию. 

По этим определениям характеристические линии уравнения 
принадлежат семейству, зависящему от трех параметров, а характе
ристические линии решения уравнения — семейству, зависящему от 
одного параметра. Чтобы из семейства характеристических линий 
уравнения получить семейство характеристических линий решения, 
надо два параметра выразить через третий или связать все три 
параметра двумя зависимостями. 

Эти две зависимости, однако, нельзя выбирать совершенно про
извольно. Присоединив к уравнениям (40) еще два уравнения, свя
зывающие аи а 2 , с, мы из трех последних уравнений полученной си
стемы найдем а, и а.? в виде функций от х, и х 2 . Для того чтобы 
после подстановки в первое уравнение (40) этих функций получи
лось решение уравнения, необходимо, чтобы было соблюдено ус
ловие 

дУ 1 ,
 дУ , 

^ ^ + з - ^ = 0. (М) 

Например, если мы положим 

второе из уравнений (40) примет вид 

Усло1,ие (N5) дает 

д У I , / \ д У п 

дУ , . дУ -з - о (а,) -у— = 0. да, ' 1 v и да0 

л дУ дУ 
итсюда, так как и одновременно не равны нулю вслед

ствие задания, что решение (37) не особенное (так как предпочте
ние, оказанное нами параметру а, перед параметром а->, ничем до 

дУ 
сих пор не обусловлено, мы можем считать, что " ^ " ' ^ О ) вытекает 

^(а,) = ^(а1). 
Если а, и а 2 связаны в решении (37) двумя зависимостями, они 
оба постоянны; уравнение характеристических линий такого решения 

г = У(х„ х.2, ах, а 2 ) 

дУ , дУ п • с —— = 0, 
да, дао. 

с переменны 
5) уравнение 

1У(х„ х%, г, а„ ао)~0. 

где а,, а 2 постоянны, а с переменный параметр. 
Заменив уравнение (35) уравнением 
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мы, вспоминая сказанное в § 59, можем заменить уравнения (40) 
уравнениями 

1У(х[, х.2, г, О) , а.2) = 0 
сЖ , д\У п \-с = 0 да, иа.2 

(40,) 

Заметим, впрочем, что все рассуждения этого параграфа мы 
могли бы провести, исходя от уравнения (35,). 

62. Уравнения характеристических линий. Пользуясь опреде
лениями, данными в прошлом параграфе, можно думать, что состав 
семейства характеристических линий уравнения или решения зави
сит от выбранного полного интеграла. Однако это не так: выбором 
интеграла о^ус ховливается только выбор параметров семейства и, 
следовательно, только выбор элементов, характеризующих отдель
ные линии. 

Чтобы убедиться в этом, достаточно показать, что характе
ристические линии определяются интегралами некоторой си
стемы уравнений, вид которой совершенно не зависит от формы 
выбранного полного интеграла, но только от данного уравнения. 

Отыскивая направляющие коэффициенты касательной к выбран
ной хаоактеристической линии, находим, дифференцируя уравне
ния (40) 

, дУ дУ , ) 

( д'-У \ , , ( д^У (РУ \ ; | 
{да^х, да.2дх,] 1 ' \да^дх.2 да.2дх2! "2" ' ] 

Так как первое из уравнений (40) есть полный интеграл уравне
ния (34), то справедливо тожество 

,/ .. дУ дУ\ • А 

дифференцируя его по а, и а2, имеем 

(д/\дУ /д/\ д*У /д/\ д"-У _ 0 

V Ог I да, \<?р, / да, дх, ' \ др2/ да, дх2 

[К] д у 1 / д?\ д * у | (У\ д э у - о 
\ дг • да2 '\др,1 да2дх, \др2 ! да.2дх2 ' 

где знаками 

Ш> (др-,)' ( б > 3 ) ' 
мы обозначаем результат замены аргументов г, р„ р.2 через 

дх,' дх.,' 
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Умножая второе из тожеств на с и складывая с первым, находим, 
пользуясь вторым из уравнений (40), что на выбранной линии: 

1д/\( д*У , д*У \ I д/\ I д*У . д*У 
др,) \да1дх1 ' ° да2дхх\(<?р2) {да1дх2 да2дх2) ®' 

Сравнение (43) со вторым уравнением (41) дает 

(44) 
с1х1 а х 2 

дрх) \~dpj 

если, конечно, оба исключенные коэффициенты не равны одно
временно нулю; в последнем, исключенном нами, случае во взятой 
точке (хх, х 2 , г) на характеристической линии нельзя провести 
к ней определенной касательной. 

т/ д У д У 

иоозначая временно через г, ри р.2 значения V, ——, — на 
ОХ\ Охо 

изучаемой линии, дифференцируем тожество (42) по хх и х.2: 
д/ д/дУ д/ д°~У д/ д*У _ 0 | 

дх, дг дхх дрх дхх

2 ' др2 дхх дх2 I 
д/ д/дУ д/ д*У д/ д*У | <45> 
дх2 дг дх2 дрх дхг дх2 ' др2 дх2- ~ ' ) 

вследствие сделанного условия о значениях г, рх и р2 исполь

зование обозначений [-г-\, делается излишним. Но из 
\дРх] \др21 (44) имеем 

если ~ знаменатель отношения (44). Подставляя эти значения 

в (45), находим 

откуда, по сравнению с (44) и с первым уравнением (41), получаем 
АР\ Ар* _ с/г . 

дРх дР2 д х \ ± Р х дг дхР~Р* дг др~х

Р^др.2

Рг 

К этим уравнениям должно быть присоединено уравнение 
/(яг,, х 2 , г, ри р 2 ) = 0, (34) 

связывающее те же элементы и использованное при выкладках. 
Не трудно убедиться, что равенство 

/ ( * и х.2, г, ри р-2) = п (46) 

file:///~dpj
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один из интегралов системы; непосредственное дифференцирова
ние (46) и исключение дифференциалов <1хи. .., а\% при помощи (44,) 
дает, именно, тожество. Следовательно, подстановка в функцию 
/ ( х „ х.2, г, р1г р2) вместо х2, г, ри р., их общих значений, найден
ных интегрированием системы (44,), дает постоянное, которое на 
характеристических линиях должно быть нулем. Отсюда ясно, что 
четыре постоянные, вводимые интегрированием системы (44,), свя
заны одной зависимостью и что общее решение уравнений (44х) и 
(34) зависит от трех произвольных постоянных так же, как и 
линии семейства (40). 

и а /о„ч т/ д У д У 

На данном неособенном решении уравнения (¿4) V, — , — , 
и х^ ох^ 

имеют значения, которые могут быть вычислены по решению, 
не прибегая к помощи полного интеграла. Значит, как только дано 
решение, коэффициенты уравнения (44) определены; уравнению же 
(44) удовлетворяют характеристические ' линии решения. Отсюда 
вытекает, что характеристические линии решения могут быть най
дены интегрированием соответственного уравнения (44); в качестве 
удовлетворяющих уравнению (44) они зависят от одного параметра. 
Самые уравнения характеристических линий решения мы получим 
присоединением уравнения интегральной поверхности к интегралу 
уравнения (44). 

63. Интегральный элемент. Когда дана интегральная поверх
ность— решение уравнения (34) — то всякая точка ее определяет 
не только три ее координаты х„ х2, г, но также и коэффициенты 
касательной плоскости к интегральной поверхности, т. е. про
изводные рх и р 2 ог г по х, и х 2 ; эти пять чисел связаны урав
нением (34). 

Совокупность пяти чисел 
Л Л 0 ) , ГО) Г») (0) (0) (0)ч 
М (л, , х2 , г , рх , р2 ) 

называется интегральным элементом , если эти пять чисел свя
заны соотношением 

Т е о р е м а 1. По интегральному элементу М^0) (х[^\ х 2 °\ г(0), 
р[°^) можно, вообще говоря, найти проходящую через точку 

I (0) (0) (о)ч 
т\х\ , х2 , г ) характеристическую линию некоторого решения, 
содержащего элемент М^. 

Положим, что 

« = к и , х „ 4 0 ) . 4 0 ) ) | 

ло)_ду_-п (47) 

уравнения искомой характеристической линии; мы обозначаем через 
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,<°> J°> J°) , - , „ „ dV 
да\ .<°> 

дУ е дУ дУ 
— г м ы обозначаем результаты замены в производных — , -=г— 
да[0) да,' да., 
параметров а, и а., этими их значениями. 

Каковы оы ни были я х , а2 , с , можно построить функцию 

« 2 = ? ( « ] ) > 

удовлетворяющую условиям 
а 

(0)-?(«<<"), cw = < / ( а < ш ) 

и, найдя о„ а2 по условию 
дУ^ дУ , 

-т— с1а, ¡  — 7 — С Г Я . , = 0, (№) Лт., 1 ' иа2 -
найти решение 

г = У(х„ х.2, а,, а.2). (48) 
Так как должно быть 

^ - У(4\ х'г°\ а[°\ а<°>) | 
(47,) 

где скобками обозначен результат замены аргументов х„ х2, а„ а2 

числами лг[°\ х2

0>, а[°\ а 2

0 ) , одно из значений функции а, в точке т 
равно а\^ и, значит, соответственные значения а й и с в этой точке 

|») (°) равны а., , с . 

На решении (48) вследствие условия (N3) 

Рг 

dz _ 
дх, ^ 4 -

дх^ 

дУ да, 
да. Ох, 

дУ да2_ 
да2 дх, 

dV 
дх, 

dz _ ^ + dV да, удУда2_ дУ 
дх.2 да, дх2 да2 дх2 дх2 

р-1 

и, значит, должно быть 

т _ ( д У \ «»__(дУ\ \ 
* ~{дх,)й' ^ \dxJo \ т 

^ = У{£\ х«\ « Г , а?) \ 

Примечание. Выбрав для определения полного интеграла 
уравнение (35,), мы могли бы ^место уравнений (47) взять 
уравнения 

dW , (0)dW_ 
с -, ил V' да™ ' да^ 

(47.2) 

file:///dxJo
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что привело бы к замене уравнений (49) уравнениями 

д№\ ф),(дУ/\ (д!У\ (о) , (д\У\ 
12 

Л°> „(о) №{х\°\ хТ, г™, о П = 0. 
| (49,) 

Уравнения (49) не зависят от того, какова функция и и соста
вленное решение, и вполне определены заданием интегрального 
элемента. Пользуясь уравнениями (49) — следствиями задания, что 
характеристическая линия принадлежит решению — мы можем, 
вообще говоря, найти о}°\ а2°\ Мы говорим „вообще говоря", 
так как в уравнениях (49) вместо хи х2, р„ р2> г подставлены 
частные значения; если бы эти аргументы оставались произволь¬
ными, можно было бы наверное найти а, , аг по определению 

п „ (0) (0) 

полного интеграла. Найдя ау , а2 , мы можем, вообще говоря, 
найти с ( 0 ) из второго уравнения (47]): 

\^)+«"{^)г°- <50> 
Мы не могли бы найти с ( 0 ) только в том случае, когда оба 

(дУ\ 1дУ\ 
коэффициента - 5 — и -т— равны нулю. 

~ \ да, /о \ д а 2 / Л У 

Найдя а | ° \ а[0), с ( 0 ) и составив уравнения (47), получаем некс
ус мую характеристическую линию. 

Если по интегральному элементу нельзя найти характери
стической линии решения, то мы назовем его особенным. 

Мы наталкиваемся на особенный элемент М^°\ например, если 
он принадлежит особенному решению. В этом случае 

(С) 
и нельзя найти с , когда определитель 

(да,)0 ° ' [да.2)0

 0 

а определитель 

о ( д У - *Ц 
\ дх,' дх2 I 
О (а,, а2) 

обращается в нуль на основании уравнений (49) и так далее. 
Про найденную характеристическую линию (47) условимся 

~ ' говорить, что она проходит через элемент М^°\ 
Мы подчеркнули выше, что уравнения (49) не зависят от того, 

какова функция ? и составленное решение, но вполне определены 
заданием интегрального элемента. Значит, если можно найти опре
деленную характеристическую линию, проходящую через элемент, 
то она будет принадлежать всем решениям, имеющим элемент 
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Это приводит нас к следующему с л е д с т в и ю т е о р е м ы 1: Если 
два решения имеют общий неособенный интегральный элемент, 
то они имеют общую характеристическую линию, проходящую 
через этот элемент. Интегральные поверхности, отвечающие 
этим решениям, касаются друг друга вдоль этой линии. Послед
нее ясно из следующего соображения: если 

I / / ГО Г1)ч , г / (2) (-S) 
z = K U , , х2, a, , ay), z=V(xl, х2, а \ , а2 ) 

эти решения, то при .v 1 =x[ 0 ) , хг = х2

о) функции a[U, af^ иа[1\ а!г~ 
с- w го) обращаются соответственно в а , тл а2 и сохраняют эти значения 

вдоль характеристической линии. Но тогда производные z от х, и х2 

вследствие условия (NJ) соответственно равны между собой вдоль 
характеристической линии для обоих решений. 

64. Интеграл Мт. Положим, что л:,0), х[0), z0, р\о), р2

] функции 
одного параметра /: 

х[0)=<?Л*), *?> =•,(*), г ( 0 , = ? ( ' ) 1 

РТ=ш ^ ! ( 5 1 ) 

Собрание чисел 
М (xt , л 2 , z0, , р2 ), (52) 

зависящих от одного параметра, называется интегралом М ( 1 > 

уравнения (34), если оно удовлетворяет двум условиям: 

f{xf, xf, z « \ p ? \ Р*>) = 0 

dz{0)=p^dx^ -rp^dx™ 
} (53) 

Кривую 
* Г = ? 1 ( 0 , 4 0 , = ? 2 м , г ( о , = ? ( о , • (51,) 

уравнение которой дано первыми тремя равенствами (51), назы
вают основанием интеграла . 

З а основание интеграла может быть взята точка; если 
л' (

1

0 ), х\°\ 2 ( 0 ) постоянные, то второе из условий (53) соблюдено 
само собой: первое, устанавливая только одну зависимость между 

(0) (0) ^ 
Р \ » Р\ ' Д а е т один из этих аргументов в функции другого, кото
рый можно взять за параметр. 

Задание интеграла определяет некоторую ориентацию ин
тегральных элементов вдоль основания. 

Т е о р е м а 2. По основанию (51,) можно, вообще говоря, найти 
интеграл 

Когда дано основание, три из пяти элементов интеграла М ( 1 ) 

известны; остается найти два последние р{ и р2 . п о первое из 
условий (53): 

/Ы?,4\У\Р?р?) = 0, (53,) 
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(V АО) (0) 
1 ' дает одну зависимость между ними. Подставляя вместо л:1 

их значения во вторую зависимость (53), получаем по сокращении 
на Л : 

Ч^Ъ^Р^ЪМ + РУЧ'М (53,) 

Из уравнений (53,) и (53,) можно, вообще говоря, найти р\ , р2 . 
При решении системы из уравнений (53,) и (532) имеет значение 

*~ изучение якобиана 

Щ . 
Эрг/о' \дР-2/о (54) 
^ < 0 ) , с/4 0 ) 

Если этот якобиан не равен нулю на основании указанных урав
нений, то можно подобрать числа р[ \ р2\ при которых соблю
дены уравнения (53г), (532), но якобиан не равен нулю. В этом 
случае система уравнений (53,) и (532) имеет решение, в котором 

С) (0) (*) (*) , , значения р\ , р2 равны рх , р2 при г = ^0. 
Оставляя в стороне случай, когда из уравнений (53,) и (532) нельзя 

найти конечных или голоморфных на линии (51,) значений р^, р2°\ 
который мы назовем исключительным, отметим случай, когда при ре-

(0) (0) 

шении этих уравнении одно из р, , р2 остается произвольным, между 
тем как основание отлично от точки; а также случай, когда голоморф. 

У-ные значения р^\ р2\ удовлетворяя уравнениям (53 х)и(53 2), обращают 
в нуль якобиан (54). Эти случаи мы назовем характеристическими. 
В первом из них мы не находим интеграла но находим 

(о) (0) (0) (0) (0) / с о ч 

х\ , х2 , г , р, , р2 , удовлетворяющие условиям (Ээ), но завися
щие от двух параметров. Из сказанного в § 62 ясно, что мы имеем 
дело со вторым случаем, если основание (51) характеристическая 
линия. 

З а м е ч а н и е . Если уравнение (34) не линейное относительно 
производных р, и р2, то при решении относительно некоторой 
производной мы получаем, вообще говоря, несколько различных 
значений. Как и в теории обыкновенных уравнений, во многих 
вопросах не формального характера, равенства, дающие различные 
значения производной, надо трактовать как различные уравнения, 
имеющие независимо друг от друга решения, отвечающие поста
вленным требованиям. С этим обстоятельством мы сталкиваемся, 

^решая совместно уравнения (53,) и (532); выбор решения этих 
^ двух уравнений может быть равносилен выбору одного из указан

ных уравнений. 
Следует заметить, что при пользовании уравнением полного 

интеграла в виде (1), избрание ветви функции V может обусловить 
выбор уравнения и, обратно, выбор уравнения обусловливает выбор 
ветви V. 

11 Н. Ггонтер. 
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65. Интеграл Обобщая сказанное, можно назвать инте-
лМ?) " (°) (°) (°) (°) (о) гралом ЛГ совокупность значении х\, ху, г , р\', ру, если она 

зависит от двух параметров и если она удовлетворяет двум усло
виям (53). 

Если найдено решение уравнения (34), то найден интеграл Мт. 
Действительно, если 

2 = Ф(д: а, дг2) 

решение уравнения (34), то 

л Г = п, х?=ъ, ^=Ф(и,^,р^=Ф'Х1(и,^, Р 1

М = Ф > , « ) 
образуют интеграл 

Заметим, однако, что задача найти решение уравнения (34) 
и найти интеграл М не тожественны. 

Если найдены все интегралы , то найдены и все решения 
уравнения, но не наоборот; не всякий интеграл Л^ 2 > , именно, 
определяет некоторое решение. Например, равенства 

г = 0, х1 = и, Хс, — 0, Р) = 0, р2 = V 

образуют интеграл уравнения 

*1 Рх ~ хч Р2 = °> 
но не дают его решения, так как обе производные от функции 
2 = 0 равны нулю. 

66. Задача Коши. Сказанное в прошлых параграфах позволяет 
решить задачу Коши. Дано уравнение 

/(хи Хо, х, р,, р 2 ) = 0 (34) 
и кривая 

*1 = <Р (0. *2 = Ф (О, г = х 0); (55) 
найти интегральную поверхность уравнения (34), заключающую 
кривую (55). Если существует решение задачи, то искомая инте
гральная поверхность содержит линию (55), и можно для каждой 
точки линии (55) найти интегральный элемент, совокупность кото
рых образует интеграл Л^ 1 ' . Через каждый такой интегральный 
элемент проходит характеристическая линия, принадлежащая иско
мому решению, которая, если (55) не есть эта самая линия, отлична 
от (55). 

Таким образом характеристические линии, проходящие через 
интегральные элементы, связанные с кривой (55), образуют семей
ство характеристических линий решения, а самое решение — их 
геометрическое место. 

Этот обзор приводит к правилу: найдя интеграл по осно
ванию (55), через каждый интегральный элемент этого интеграла 
провести характеристическую линию и иайти таким образом се
мейство характеристических линий. 
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Искомая поверхность, если она существует, должна быть гео
метрическим местом характеристических линий указанного семейства. 

Соберем, для удобства, в одно место все необходимое для про
ведения указанных действий. 

Для нахождения интеграла решим совместно уравнения 

Х?> = < ? « ) , 4 0 )

 2

( 0 ) = Х(0 (55) 

/ (*<°\ 4 0 ) , А р?\ р (

2

0 ) ) = 0 (34) 

Х(*) = р<??'М-тр^ь'М. (56) 

Для нахождения параметров а',01, а 2 ° \ с ( 0 > семейства характе
ристических линий искомого решения ищем их из уравнений 

г*> = К(л-Г, х®, а Г , а<2>), ^ = р<? = , (57) 

из которых одно следствие двух других и уравнения 

«эти уравнения дают решение каждый раз, когда элемент (л^ , х2 , 
(0) (О) (0К -

2 , Р \ I Рг ) н е особенный. 
Составив затем зфавнения характеристических линий 

г=У{Х„ * а , а(°>, а<0 )) 1 

, ( 0 ) ^ К _ _ п ( 4 ? )  

+ да'? ' \ 

исключаем параметр I. 
Уравнения (57), (57г) можно, конечно, заменить уравнениями 

не предрешая таким образом выбора ветви функции К, заменив 
уравнения (47) уравнениями 

х2, г, 4 \ а 2

0 ) ) = 0 | 

дТГ \ (47,) 
' да[0) J 

Из сказанного, однако, только вытекает, что решение будет 
нами найдено, если задача имеет определенное решение. 

Но если даже допустить, что указанный прием всегда приводит 
к нахождению некоторой поверхности, останется открытым вопрос, 

11* 
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всегда ли будет эта поверхность интегральной, т. е. означает ли 
возможность найти г из уравнений (47), что задача имеет решение. 

Для исключения I из уравнений (47), если , а 2

0 ) зависят от I, 
второе из уравнений (47) должно зависеть от {. 

Если оно зависит от I, то оно определяет / как функцию от 
(0) (о) 

хх и л-2 и, значит, а, , а 2 как функции от этих переменных. 
Чтобы убедиться, что результат исключения I приводит к реше
нию, остается, следовательно, проверить, соблюдено ли условие 

дУ С о ) , дУ ,0) 

Дифференцируя первое из тожеств (57), имеем 

Так как последние два тожества (57) дают 
1дУ\ _ ,о) 1дУ\ р., 

а благодаря уравнению (56) 
, Ю) (0) , (0) , (0) , (0) 

аг = йх\ М - р2 ах., , 
из (58) заключаем, что 

Сравнение этого уравнения с уравнением (57,) дает 
л (°) аак 

подстановка же этого значения с{0) во второе из уравнений (47) 
дает непосредственно условие (N5). 

Составленная интегральная поверхность заключает кривую (55), 
так как при построении кривых (47) мы проводим кривую через 
каждую точку кривой (55), а найденная поверхность их геометри
ческое место. 

67. Исключительные случаи задачи Коши. Разберем теперь 
случаи, в которых указанный прием может не приводить к реше
нию задачи. 

Положим, сначала, что второе из уравнений (47) не содержит Л 
Тогда возможно одно из двух: или первое уравнение (47) также не 
зависит от г? и уравнения (47) определяют кривую, которая, имея 
общую точку с каждой точкой кривой (55), с нею совпадает, или 
первое уравнение зависит от £ и результатом исключения является 
второе уравнение, а уравнения (47) не определяют г как функцию 
от хх и хч. 
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Не трудно убедиться, что при обнаружении каждого из указан" 
ных двух обстоятельств, мы имеем дело с характеристическим 
случаем. 

Действительно, если второе уравнение (47) не зависит от I, то, 
(0) С) (0) ^ 

трактуя в нем хх и х2 как произвольные, а ах , а2 , с как функ
ции от I, дифференциал его левой части тожественно нуль: 

дУ дУ 
да («) + да^ 

; 0; (59) 

значит нуль и то, что мы получим из найденного дифференциала, 
(0) (о) 

заменив лг1 и х2 через хх и х2 . 
Вследствие указанного следствия тожества (59), дифференци

рование тожества (57,) дает равенство 
дп-У 

+ с ( 0 ) ( 

г2 дх 
д-У 

да2дх2 

д~У 
дахдхх / о 1 \да2дх1)0) 1 \\дахдх2)о 

</л-Г = 0, (410 

совершенно аналогичное встречавшемуся в § 62. Если, однако, 
г, хх, х2 связаны уравнениями (47), то тожество (43) § 62 имеет 
место, принимая теперь вид 

К^Кда^дхУ да^дХяГ\дрг)[да^дх 
д*У 

да?дх. 
= 0, (43,) 

где р, и р2 производные от г, данной первым уравнением (47), 

а 

Значит имеем также 

'дП (( &У 

I > \'д ) Р в э У л ь т а т ы замены г, рх р2 этими их значениями. 

др1)0\\'да1д.х11о \daodxJo) 

да, дх„ 'о 
= 0. (43/; 

Совместное же существование тожеств (41,) и (43/) приводит 
к заключению, как и в § 62, что 

К) (Ж.) 

с/л, 0' 

что и требовалось доказать. 
Пересмотрим, в заключение, все обстоятельства, могущие вос

препятствовать составлению уравнений (47). 

file:///daodxJo
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Прежде всего, при составлении интеграла М надо считаться 
с возможностью появления исключительного случая, когда значе

но) (о) ^. 
ния р\ и р , не ограничены или не голоморфны, и случая харак
теристического, когда вместо интеграла мы можем натолк-

Оставляя в стороне эти случаи, мы должны отметить следующие. 
Во-первых, если все интегральные элементы, основание которых (55), 
особенные, мы не решим задачи Коши, не будучи в состоянии 
найти а£\ с ( 0 \ Это, например, имеет место, если кривая (55) 
лежит на особенном решении, соответствующем выбранному пол
ному интегралу уравнения (34). 

Во-вторых, линия (55) может быть одной из характеристиче¬
ских линий, вычисляя а, , а2 , с , мы ее ; осе гановим, если не 
натолкнемся на указанный выше характеристический случай, и вос
становим только самую линию-

Задача допускает тогда множество решений: достаточно кри
вую (55) в какой-нибудь ее точке пересечь кривой 

выбранной произвольно, но так однако, чтобы интегральные эле
менты для точки 1 — {0 у кривых (55) и (60) были одинаковы, т. е. 

г- (о) (°) чтобы значения р\ и р2 , вычисленные для различных оснований, 
при t=to были одинаковы. Тогда характеристическая линия (55) 
будет лежать на поверхности, заключающей кривую (60), по след
ствию теоремы 1. 

68. Примеры. 1) Найти то решение уравнения 

нуться на интеграл 

*1 = ?1 (0. х. •2 = т1! (*), 2 = (60) 

2 = *1 Р1 + *2 Р2 ,у ( Р 1 2 Ч- Р2 2 ) . (61) 

в котором 

при х, -{- л:2 = 0: г — — лг2

а. (62) 

Положим 

Полный интеграл уравнения (61): 

х = х,а1-\-х2а2 ^- (а^ + а 2

а ) . 

Ищем интеграл М ( 1 ) по основанию (62). Условие 

(57) 

обращается в 
4 — г, ОТ 
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Уравнение (61) дает 

| * = - 1Р? - \ Р(°>2) = - 4 - (Р{0 ) 3 + 2 ) . 

откуда 

О (0) (0) тыскивая р\ и р 2 из последних уравнении, находим или 
(") А (°) ^ (°) а (°) Л 

- р\ — 0, Ра —* и л и Р1 Рз О* 
Рассмотрим сначала первое предположение. Отыскивая характе

ристические линии по интегралу М^-

= = г

( ° > = - ^ , р ' ^ о , р?> = - г 

из уравнений 
/ ^ \ _ п ( 0 ) / ^ \ _ „ ( о ) 

ТО.-"» 
находим 

а, = и, а 2 = — г ; 

после этого уравнение 

\ (За, /о 1 \ да, /0 

( З К \ _^ещ(дУ_ 
/о 

дает 
„(0) ( (о)/„(о> (0). 

или 

Уравнение искомого семейства характеристических линий: 

о — ^ - ( о а + ^ ) = - х 2 ^ — ^ 

— (*!—0) + ( х 4 - Ь 0 = 0 или х 2 - | - г = 0. 
с0 

Исключая получаем искомое решение 

Исходя от решения 

1 а 
га=т** 

мы получили бы поверхность 
1 с 
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2) Найти то решение уравнения (61), в котором при х, — 0: 

Z = X-, — ~ . (63) 

Положим 

Для нахождения М ( 1 ) по основанию (63) надо решить уравнения: 

1 — Рг > 1 2 ~~~ р" 2 1 " т~ 2 

откуда получаем 
„}«> = о, PT = I. 

Отыскивая а, и а» при помощи уравнений 

находим 
(0) (0) л ГО) (0) ^ 

Отыскивая с при помощи уравнения 

* i — «i + с (^г — a¿) = 0, 
находим 

О + с ^ ( ' - 1 ) = 0, ct°) = o. 

Искомые характеристические линии даны уравнениями-. 
z = x 2 ~ , х, = 0. 

Уравнения не зависят от параметра i и определяют одну линию, а 
не семейство их, причем как раз линию (63). В этом случае данная 
линия одна из характеристических. Ее уравнение получается из 
уравнений характеристических линий 

* = •*! a, - f х2 а2 ^- (a,2 - f a 2

2) 

* i — «i + с (x-¿ — a2) = 0, 
если положить в них а, = 0, а 2 = 1, с = 0. 

Уравнение имеет однако интегральную поверхность, заключаю
щую линию (63). Мы именно знаем, что оно имеет решение 

z^VxjyxJ-- — . 

Отметим, что в рассматриваемом случае якобиан (54) обра
щается в нуль на найденном интеграле. Действительно, он равен 

х1 Plt х2 Рч 0, t — 1 
дх, дх2 o, 1 di ' di o, 1 
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3) Найти то решение уравнения (61), в котором 
Xv2 

при х, = 0, г = -2~ • (64) 
Положим 

f f»=o , 2 =4 

Для нахождения М ( 1 'по основанию (64) надо решить уравнения 

' ^2 > "у ^2 9" V/7) т Р 2 Л 

из которых получаем 
((|) п № у 

Г\ (0) (°) 
Отыскивая а, и а 2 , решаем уравнения 

„ ( « ) _ „О) п ' ° ) 
а 1 — ? ! » а 2 — ^2 

и находим 

Г\ (°) 

итыскивая с , надо решить уравнение 
^ ) _ с ( ° ) + с С ) ( ; , ( 0 ) _ а ( 0 ) ) = а 

которое имеет вид 
0 + с ( 0 , - 0 = 0 

(0) 
и оставляет с неопределенным. 

Для характеристических линий имеем уравнения 

х=х^— - у * 9 . дг1 + с ( 0 ) ( ^ 2 — 0 = 0, (65) 

в которых с® осталось неопределенным. Мы имеем дело с особен
ным случаем. 

Нетрудно непосредственно проверить, что задача Коши (64) 
поставлена быть не может. 

Отыскивая рх из уравнения (61), получаем 

Р\ = ХХ ± VX? 2z-\-2x2p2 Ро2. 

Так как на кривой (64) имеем р2 — х2, ясно, что во всех точках 
кривой (64) подкоренное количество в выражении р, равно нулю, 
значит, р , не голоморфна вблизи всех точек кривой (64). Связав 

(0) (0) (0) 
в (65) а\ , а, , с зависимостью 

получим из (65) решение уравнения (61). Так как теперь = О, 
(о) # а2 = I, имеем 

п (о) л (о) 
0 • с = 1, с — со. 
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Подставляя в (65), находим последовательно 

z •== х21 ~ Р, х2 — i — Q 
О 

.Го 

Определитель (54) равен нулю и в рассматриваемом случае. 
4) Так как самое общее решение уравнения 

* i Pi — X3Pi = 0 
есть 

z = <?(*! х2), 
то его «олный интеграл 

z == а, х, х.2 — а.,, 
а уравнения характеристических линий 

z = a1xix2 — а2, b = xtx2 или z — a, лг1дг2 = ^. 
Ищем решение, в котором 

при дг2 = — : z = U. 

Положив 
xi — х2 — , z0 — и, 

ищем интеграл М ( 1 ) . Для его нахождения имеем тожественные 
уравнения 

п —„ОТ ^ „ОТ /„от ^ „ О Т _ П 

и = Р1 ^ Р з > 1Р\ ^ Р-2. = У» 

которым можно удовлетворить, положив 
(0) (0) /г 

Рг =«» Р\ =-ри-

Мы имеем дело с характеристическим случаем и нашли инте
грал М[2\ который при Л = 0 обращается в интеграл примера 
§ 65. Определитель (54) равен нулю. Продолжая выкладки, 
легко найдем 

а о т _ о , 6 ( 0 ) = Л 
и восстановим исходное основание: 

г = 0, ххх2 — А. 

5) В качестве последнего примера рассмотрим случай, в кото
ром основание интегрального элемента вырождается в точку. По
ложим, что основание дано равенствами 

(0) (0) (0) 
X, Х^ , Х2 — Х2 , % — 2 

(0) (0) (0) 
где л:, , х2 , г постоянные. 
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Искомое решение в этом случае есть геометрическое место 
характеристических линий, проходящих через точку (х[°\ х2°\ гт), 
т. е. конус характеристических линий с вершиной в этой точке. 

Это решение можно найти, подставляя в уравнения (47) харак-
(0) (0) (0) 

теристических линии дг, , х2 , г на место л:,, х2, г, присоединяя 
составленные уравнения к (47) и исключая из четырех получен
ных уравнений три параметра а,, а2, с. 

69. Характеристические линии в общем случае. Положим, 
дако уравнение 

/ (хи х2,..., хп, г, р„ р2>..., рп) — 0 (3) 
и известен его полный интеграл 

г=У(х„х2,..., хп,а„ а 2 ) . • . , ап). 
Задание уравнения (3) равносильно заданию л-} 

2 = У(хъХ2,- . . , * „ , а „ а 2 , . . .,ап) дУ дУ 
Р 2 = ^ ' -

дУ 
дхл 

1 уравнений 

(66) 

Положим далее, что дано не особенное решение уравнения (3): 
2^=Ф(х1,х2,...,х„). (67) 

Равенство (67) определяет поверхность в пространстве, число 
измерений которого п-'-1, понимая под поверхностью в таком 
пространстве многообразие п измерений. 

Решение (67) может быть получено из полного интеграла, если 
мы свяжем параметры а„ а 2 , а п несколькими зависимостями, 
число которых колеблется от 1 до п. Положим, что для получе
ния (67) надо связать эти параметры к зависимостями: 

а, = ^,(ак + 1,.. .,ап) ] 
(68) 

На основании сказанного в § 51 задание решения (67) равно
сильно заданию уравнений 

г= У(хи х2>..., хп, а„ а 2 > . . ., а„) 
а1 = ^1(ак + и . . ш}ап) 

а А = & * (ак+,,... .,ап) 
дУ 
да, дак + . 

дУ дК дУ 
°~ак дак + , да,.. 

(67,) 

да, дап ' '' ' п дак да,, да,, 
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Решение (67) получается из (67,) исключением п параметров 
а1> а 2 > - - - ) а 1 , - Заменим систему (67а) другою, вводя в рассмотрение 
новые п — 1 параметров и связывая их тут же п. — 1 уравнениями. 
Ясно, что система (б7,) равносильна системе: 

г== У(хи х2,. . ., л-,„ аи а2,. . ., а„) 

ь*^;+ТаГ0> 5 з ^7+^ = 0 '--- ь»1о-+1к=0 

« 1 = ? & 1 (ак+ 1,. . . , а„) 

а * = ^ ( а * + п - • •. а » ) -(67а) 

Оо ~5 • • • О,. —; 6„ ~ - О 

Последние п—к уравнений системы (672) получаются из последних 
п — к уравнений системы (67,) исключением производных 

дУ дУ_ 
да,-' - да,, 

при помощи первых п уравнений системы (672) и сокращением 
на -т—. Так как по предположению решение (67) не особенное, 
одна из этих производных не нуль, и мы можем, составляя первые п 
уравнений системы (672), считать, что не нуль именно ~^~"« Си
стема (675) равносильна системе (67^ и, значит, ее задание заме
няет задание поверхности (67). 

Исключая из уравнений (67г) параметры а„ а2,,. .,а,„ о2,. . ., о„, 
мы получаем поверхность (67). Приступая к исключению, исклю
чим сначала из п первых уравнений (672) при помощи п последних 
параметров аи а2, • • •, ап. Мы получим тг уравнений, связывающие 

аргументов 
х1> Хп.) • • • > Хп> 2 ' 

и зависящих от п — 1 параметров 6 2 , Ь п ; но п уравнений с п —)- 1 
неизвестными определяют в пространстве, число измерений кото
рого п-\-1, кривую, т. е. многообразие одного измерения. 

Значит мы определили семейство кривых, зависящих от п—Д 
параметров. Так как исключение этих параметров приводит к по
верхности (67), каждая из этих кривых лежит на поверхности (67), 
и поверхность (67) есть геометрическое место кривых. 

Полученные кривые мы будем называть характеристическими 
линиями поверхности (67). Семейство этих характеристических 
линий определяется п — 1 параметрами. 
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Введем тепзрь в рассмотрение семейство линий, зависящих 
от 2п — 1 параметров, приняв во внимание только п первые урав
нения системы (672): 

г = У(хи х.2,.. ., х„, а,,. .., а„) | 
, дУ . дУ , дУ . ЗУ п (69) 

Линии (69) мы назовем характеристическими линиями уравне
ния (3). Их семейство зависит от 2п — 1 параметров. 

П р и м е ч а н и е . Из уравнений второй строки (69) нельзя 
исключить переменных х,,.. ,х,„ установив зависимость вида 

<° (Ь-2,- • Ьп, аи а 2 > . . ., а„). 

В случае, когда уравнение (3^ зависит от г, предположение 
дУ дУ дУ 

противного говорило бы, что из ~^а~» возможно 

исключение х и . . ., х„, т. е. что якобиан 

п / дУ дУ 
и Х дх, ''"' дхп 

И (а,,.. . , а„) 

равен нулю, чего нет во взятом случае; в случае, когда урав
нение (3) не зависит от г, взяв за а, аддитивную постоян
ную, мы заключили бы, что постоянные а.,,. . ., а„ не могут 
быть найдены из уравнений (2), что опять-таки невозможно. 
Следовательно, из уравнений (69) второй строки можно найти 
п — 1 из аргументов хи х.2,.. ., хп, а так как первое уравне
ние (69) дает г, уравнения (69) определяют действительно 
линию. 

Итак, семейство (69) зависит от 2п — 1 параметров. Чтобы 
получить из него семейство характеристических линий некоторого 
решения, надо п параметров выразить некоторым образом через 
остальные или связать все 2п — 1 параметров некоторыми п зави
симостями. 

Эти зависимЬсти, однако, нельзя выбирать совершенно произ
вольно. Присоединив их к уравнениям (69), мы получим возможность 
найти 2п — 1 параметров а„. . . ,ап, Ь-2, • • • ,Ьп в функции от переменных 
хи.. ., хп и, значит, чтобы г стало решением уравнения (3), должно 
оказаться соблюденным условие 

3 У йах -Ь ̂ ~ Лг 2 + • •. + ~ йап = 0. (НВ) да, ' дх2 '•' 1 '" 1 да 

Примечание. Если мы заменим первое уравнение (69) урав
нением (69') 

IV (хх, х.ъ . . . , * „ , г, а ь . . . . а„) = 0, (69') 

не решенным относительно г, то последние п — 1 урав-
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нений (69) можно при наличии этого уравнения заменить 
уравнениями 

™Ь, + Щ=* К ™ + ^ = 0 . (69') 
да, да,, " да, да,, у ' 

П р и м е р . Мы видели в § 58, что полные интегралы уравнений 
Х,Р1 + Х._Р2-\-...-{-Хпрп = 0 (17) 
X, Р1~т^2/>2+ • • • +Х„ р„ =^Х (17') 

даны соответственно уравнениями 
г = а-|-а 2<Р2 + а з < ? з + • • • + а , . ? « 
К о ^ а + а а ^ + ав К 8 + . . . + а „ Уп> 

в которых ®2, ? з , . . . , срп и У0, V»,. . ., У„ главные решения уравне
ния (17) и уравнения 

У дУ , у дУ дУ ь у дУ 

т. е. решения, обращающиеся при Х , = А 1

( Ч Б Х2, Х 3 , • • ., хп и г. 
Следовательно, за уравнения характеристических линий урав

нений (17) и (17') надо брать соответственно уравнения 

¿2 + ^ = 0, 6 3 - | -% = 0, . . . , 6 „ + 9 „ = 0 / 

У0 = а-\-а2 У2 + а3 Уа+. . . + аа У„ } 
Ь2+У2 = 0, Ь3+Уа = 0,...,Ьи г К„ = 0 ] 

(70) 

(.70') 

или 

и 
2 = с, ? 8 + ¿ 0 = 0, ? ,4 -* 8 = 0 , . . . , ? я 4 - 6 „ = 0 (70) 

Ц> = с, 6 а + К 9 = 0, 6 8 - | - П = 0 , . . . , 6 „ + ^ » = 0, (70') 

что вполне согласно с определениями, данными в § 15. 
70. Уравнения характеристических линий. Повторяя почти 

дословно рассуждения § 62, мы можем убедиться, что состав се
мейства характеристических линий уравнения не зависит от выбора 
его полного интеграла. 

Отыскивая направляющие коэффициенты касательной к вы
бранной характеристической линии, находим, дифференцируя урав
нения (69): 

1 — п 

¿2— > -я— е?л̂  
/ I оХ1 

I = 1 

5 = П 

I 

} (71) 
, д*У д*У \ л , „ , ч 
Ь; - з — 3 \-—г—л-- а*. = 0.(г = 2,3,. • •,") 

г (За, дх, 1 да,дх, ) • | 
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Так как г, данное первым уравнением (69), решение уравнения (3), 
то имеем тожество 

;^х„х2,...,хп, V, д ^ , д ^ ^ и . (72) 

Обозначая, как в § 62, скобкой результат замены г, р,,..., р„ через 
т/ дУ дУ 
V, ~^г>- • •'~а~х~ и подразумевая под г, р1,.. ., рп эти функции, из 

тожества (72) заключаем, дифференцируя по а „ а 2 , . . . , а„: 
дЦ (У) °*у = 0 
:)г ) да, ^ \ др, } да, дх. 

У =1 
у = и 

дг } да, ' ^ \ д р £ ) да1 дх, 

Считая, что точка {х„ х%,. . ., х„, г) на характеристике (69), из по
следних тожеств, пользуясь уравнениями (69) второй строки, на
ходим 

8 = 1 

Сравнение уравнений (73) с уравнениями (71) указывает, что 
\ _ в о всех точках линии (69) с определенной касательной имеют 

место равенства: 

(арт) (др^) {-£) 

Дифференцируя далее тожество (72) по х,,х2, ...,х„, получаем: 

и, на основании (74): 

Б = 1 

где 4 " знаменатель пропорции (74). 

Отсюда заключаем, что 
± _ АРъ 
л 
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и, значит, использовав первое уравнение (71), что 

О/ д/ . д/ 
^ Ик + Г ^ У ^ р , (75) 

причем к системе (75) надо присоединить уравнение 
Кх\,---,хп,г, р 1 ( р 2 ) . . . , р „ ) = 0, (3) 

Мы имеем все необходимое для составления системы характе
ристических линий независимо от полного интеграла. 

Уравнение 
/(*!>• • •»-*-„. г, ри. . . ,р„) = /г 

один из интегралов системы (75). Действительно, 

•г = 1 » - ! 

обращается тожественно в нуль по замене с1хи.. ., с1хп, в.г, с1ри. .., с1рп 

величинами им пропорциональными, взятыми из системы (75). 
Вследствие этого, присоединение к системе (75) уравнения (3) 
имеет единственным следствием уменьшение на единицу числа 
произвольных постоянных, от которых зависит собрание общих 
решений системы (75). Число оставшихся произвольных постоян
ных в этом собрании равно, значит, . 

2п — 1, 
т. е. как раз числу параметров в семействе (69); мы вернемся 
впоследствии к выяснению этого обстоятельства. 

Когда дано решение уравнения (3), значения г, ръ р 2 , . . . ,р„, могут 
быть найдены непосредственно без помощи полного интеграла. 
Следовательно, коэффициенты системы (74) вполне определены, 
когда задано решение уравнения (3); между тем характеристиче
ские линии решения связаны этими уравнениями. Следовательно, 
характеристические линии решения можно найти, присоединяя к ре
шению интегралы системы (74), составленной по решению; мы 
получаем семейство линий, зависящее как раз от тг — 1 параметров, 
геометрическое место которых есть взятое решение. 

71. Интегральный элемент. Когда дана интегральная поверх
ность— решение уравнения (3) — то всякая точка ее определяет 
не только ее координаты х„ х.2,.. .,хп, г, но также и коэффициенты 
касательной плоскости к поверхности в этой точке, т. е. производные 
Ри р2>- • •> Р я

 о т 2 п о хи ХЪ1- • •> хп- Совокупность чисел 

^ ( х ^ , . . . ^ г ^ р ^ р ^ , . . . , р ^ ) (76)' 

называется интегральным элементом уравнения (3), если эти числа 
связаны соотношением 

/(х1\х?\...,х%\г*\Р?\Р?\...,Р1?) = 0. (3,) 
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Т е о р е м а 1. По интегральному элементу М™ можно, вообще 
i ТО ТО (°) ТО \ 

говоря, найти проходящую через точку т (х\ , х2 ,. . •, х^ , z ) 
характеристическую линию некоторого решения, содержащего 
элемент М™. 

Положим, что 
т / г (°) (°) (°)ч 1 z = V (хи х2,.. ., хп, al',ay

2',..., ап ) 

уравнения искомой характеристической линии. Знаками 
дУ дУ дУ 
да™' да™'""да™ 

нами обозначены результаты замены в соответствующих произ -

I/ (0) (°) водных от V аргументов alt. .., ап их значениями а: ; . . . , а „ . 
Линия (77) должна проходить через точку т, т. е. должны 

быть справедливы равенства: 

г™=У(х™,х™...,х™,а™,а™,...,а™) ) 

Mi dV\ I дУ\ (0)/ дУ\ i дУ\ (77,) 
Ь * fe/o+te/o"0"--'6" l ^ l o + f e / o - 0 ' j 

в которых знаками 
дУ\ I дУ 
дах /„' " '' \ да 

обозначены результаты замены в соответствующих производных 
I / (0) (0) 

от V всех аргументов х„ а1 числами х: , а{ . 
Когда известны числа а™, • • •, а™, Ь™,..., Ь™ можно на бесчи

сленное множество способов подобрать функции &А в урав
нениях (672) так, чтобы эти числа им удовлетворяли. Выбор 
функций &х, • . •, $ к приведет к нахождению функций а „ а 2 , . • • ,а„, 

(0) (0) (0) 

значения которых в точке т равны а[ ,а2 ,.. .,ап и которые удо
влетворяют условию 

°У 1 I дУ , , , дУ , _ 
^ 1 + - Х Г ^ а 4 - - . - - Г " 3 — ^ „ = 0; (№) 

вследствие этого 

да, да2 " ' '' да,_ 

х — У(хи хг, -- ,хп, а,, а 2 , . . . , а„) (78) 

решение уравнения (3). Такое решение можно найти, между про
чим, положив 

„ _ „ТО - _ „(0) 

и отыскивая Ь™,..., Ь™ из уравнений второй строки (77х). 

12 Н. Гюнтер. 
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На решении (78) вследствие условия (№) имеем: 

дУ дУ дУ 

и, значит, должно быть: 

(79) 

Уравнения (79) не зависят от того, как выбраны функции &х, &2, • • . , 
и составленное решение, но вполне определены заданием инте
грального элемента М™. Пользуясь уравнениями (79) можно, во
обще говоря, найти а\а\ а2\... ,а^\ Мы говорим „вообще говоря" 
потому, что в этих уравнениях хи л. , , . . ., х„, р{!.. .,рп, г имеют част
ные значения; если бы они оставались произвольными, то найти 

(°) (°) с а и " (°) (0) 

а{ ,...,ап можно было бы наверное. Найдя а, ,...,ап, можно найти 
¿1°, . . . ,6^0) из уравнений (77т) второй строки. Составив после этого 
систему (77), находим искомую характеристическую линию. 

Про найденную характеристическую линию условимся говорить, 
что она проходит через элемент Мт. 

Если характеристической линии по элементу М™ нельзя найти, 
то элемент М ( 0 ) мы назовем особенным. 

Как следствие теоремы 1 опять получаем: если два решения 
имеют общий, не особенный интегральный элемент, то они имеют " 
общую характеристическую линию, проходящую через этот элемент, 
и определяют интегральные поверхности, касающиеся вдоль ука
занной характеристической линии. 

Характеристическая линия, лежащая на решении, именно, вполне 
определена интегральным элементом; вдоль этой линии аг, а 2 , . . .,ап 

сохраняют постоянные значения и, значит, производные р х , р2,. .. ,рп 

во всех точках этой линии вполне определены. 
72. Интеграл М^п~11. Мы назовем многообразие измерения п — 1 

?1 ("1. "2. • • • , 

? я ( « 1 . "2." • " » - 1 ) 

'•? ( « 1 , " о , - • - , " , . - ] ) 

Р1 ("1, и-Ъ. . ., Ц п _ ! ) 

(80) 

р„ (я,, и.„. . ., и„__,), 
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т. е. собрание значении х, , • 
от п — 1 независимых переменных 

Щ, lío,.  . ., Un_ 
f(n-l) 

179 

(0) 
Р,г 6 Функции 

интегралом М , если соблюдены два условия: условие 

f(xl,...,xn,z , р, , р., ,.. •, рп ) — U (0) (0) (0) (0) (0)-, 

и условие 
J (») (°) J (°) I (°) , (°) I I (°) 1 (0) 

(3: 

(81) 

Про первые п -\-1 равенств (80) л*ы будем говорить, что они 
образуют основание интеграла М^'1 ~ 1\ 

При решении задачи Коши, как мы увидим, имеют значение 
только те интегралы М^п 1\ в которых основание есть многообра
зие п •— 1 измерений; но в этом параграфе мы не имеем причины 
ограничивать себя этим случаем, и мы можем считать, что аргументы 
х\ , х2 , • • ., хп зависят от к параметров, где к^п — 1. 

Заметим, однако, что если ху, х2,. .., хп зависят от к пара
метров, то число параметров, от которых зависит г, не более к; 
иначе левая часть равенства (81) зависела бы от большего числа 
дифференциалов, чем правая. Следовательно, если х\°\ х2\..., х7 ^ 
зависят от к параметров, основание М*" '' зависит также от к 
параметров. Из сказанного, между прочим, вытекает, что если осно-

1 С) (") I") вание измерения п — 1, то , хг , . . ., хп связаны одною и только 
одною зависимостью. Действительно, если бы число зависимо-
стеи, связывающих х, , х2 ,...,хп было бы более единицы, то 
хх'\ х2°\ . • •,х™ были бы функциями параметров, число к которых 
меньше п — 1 . 

Т е о р е м а 2. По основанию, вообще говоря, можно найти 
интеграл М 

Рассмотрим сначала, как более важный для нас, случай, когда 
основание измерения п— 1; в этом случае, исключая иъ и2, ... , и „ _ 1 

из первых п уравнений (80), можно получить только одну зависи-
(о) (о) (0) 

мость, связывающую х, , х2 в этом случае, значит, не все 
определители таблицы 

д<?2 дих' ди, 

д'х>2 

ди, ' d¡ Но ди9 

7©о 

Он,..-г' ди,,^'" '' <?и„__1 

равны нулю, (т. е. ранг таблицы равен п — 1). 
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Для нахождения интеграла A f ( " - 1 > , когда дано основание, надо 
найти только значения р„ р 2 , • • -,рп. В уравнении (3;)мы имеем одно 
уравнение для их нахождения. Условие (81) дает еще п — 1 урав
нений. Подставляя в него, именно, вместо z™, хх\ ..., х™ их значе
ния и приравнивая нулю коэффициенты при 

du„ duz,. . .,du„—j, 

мы получаем уравнения 
дчз (о) да 

ди1 ди, р> л г ; + 
(о) д<?„ 

ди, 

ди. 
(0) да, (о) д<?.2 со 

ди., 

(82) 

Из уравнений (3,) и (82) могут быть, вообще говоря, найдены все 
(0) (0) <0) 

аргументы рх , р}2 , . . . , р ; \ 
Чтобы пояснить слова, вообще говоря, заметим, что при реше

нии уравнений (3,) и (82) имеет значение изучение якобиана 

да, сЬо д'-о 
ди, ' ди, ' ' ' д и , 

до» 

(82х) 

ди„_,' dun_i'' "' дип_ 

где знак (~J~~) обозначает результат замены аргументов х„. . 

(80). 
,х„, z 

Если 

• •» р при КОТО-
якобиан не нуль; 

(0)" (0) (о) , 
через х,,...,хп,г по первым п-р-1 уравнениям 
этот якобиан не равен нулю на основании решаемых уравнений, то 
можно подобрать такие числа р^\. . ., р^', и[°\ "™ 
рых уравнения (3,) и (82) соблюдены, но 
значит, система из уравнений (3,) и (82) имеет решение, в кото-(о) (°) (о) (о) ром значения р\',...,ру

п' при иг = и\',. . ., ип_х = и; /_ 1 равны 
Р\ >--->Рп-

Оставляя в стороне случай, когда из уравнений (3]) и (82) 
нельзя найти конечных или голоморфных на данном основании 

(о) (о) 
значении для р , , р п > который мы назовем исключительным, 
отметим случай, когда при решении этих уравнений одно (о) (о) о из р, , . . . , р остается произвольным, а также случай, когда голо
морфные значения Р \ , (°) (°) /О X 

,рп , удовлетворяющие уравнениям (о,) и 
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(82), оказываются обращающими в нуль якобиан (82!). Каждый из 
этих случаев мы назовем характеристическим. 

Заметим, что когда параметрами служат х™,. . ~(0) 

те —1 и мы 
имеем для основания уравнения 

ЦхГ,...,х:>_г), г т = Ъ(Х?\х?)...>хп

011), (°) „(«О 

определитель (82,) равен 

[др,)'[др2)'•••' (дрд!_)> ( 

1, 

о, 

0. . . 

1, •• 

о, 

о, 

др 

дх (•>) 

дх™ 

0, о, 

дР1/ дх^ 

1, 

.(0) 

дРп 

дЪ 
дх™ 

(82,) 

Переходим теперь к случаю, когда основание множество к из
менений, где к<.п — 1. В этом случае система (82) будет содер
жать к уравнений, из которых совместно с уравнением (3!) могут 
быть найдены, вообще говоря, к-\- 1 из аргументов р™, р™,.. .,р™; 

^-значит п — к — 1 из них останутся, вообще говоря, произвольными, 
о (0) (0) /01 (О) (0) 

вследствие чего совокупность значении х\ , ...,хп , г^>, рх > . . ., рК

п 

будет снова интегралом М^п 1)-
Последнее обстоятельство наверное будет иметь место, если 

не все определители таблицы из п столбцов и к-\-1 строк, в ко
торую теперь обращается определитель (82:), нули вследствие урав
нений основания. 

В противном же случае могут обнаружиться все те обстоятель
ства, о которых мы упоминали, говоря о случае к = п — 1. 

Замечание. Сказанное в замечании к § 64 применимо 
и к рассуждениям этого параграфа. 

73. Интеграл М^. Обобщая данное определение интеграла 
мы можем назвать интегралом Л/^совокупность значений х 1 г х п , 
г, рх, . .., рп, зависящих от п параметров, удовлетворяющую урав
нениям (З х) и (81). Если известно решение уравнения (3), то изве-

к^стен интеграл Л^"\ Действительно, если г = Ф (хх, х2,. . ., хп) ре
шение уравнения (3), то, положив 

: = Ф (щ, и2, ..., и„) Чу х = и 
Рх = Ф'х, ( « 1 , Щу и„), ...,рп = Ф' Хп {ии щ, "„) 

мы, очевидно, удовлетворим условиям (З д) и (81). 
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Но задача нахождения интеграла М и решения уравнения (3) 
не равносильны: не по всякому интегралу Л#("' мы можем непо
средственно составить решение уравнения (3), как видно, напри
мер, из примера в § 65. 

74. З а д а ч а Коши. Занимаясь одним линейным уравнением, мы 
ставили в § 8 и 16 задачу Коши следующим образом: дано 
число х™ и функция б (*!,. л 2 , *.„_,); найти то решение урав
нения, в котором при 

хп = Хп = 2 = 6 (*!» Х2> • • •> хп-д-

Далее мы обобщили задачу следующим образом: найти реше
ние уравнения, в котором при 

* „ = & (*1> •*•>. !•'„_!) : г = 0 (Хи х2, .... *„_,). 

При каждой из этих постановок задачи, в пространстве, число 
измерений которого л 4 - 1 , задавалось многообразие измерения 
п — 1 и искалось решение, его заключающее. 

Ставя теперь задачу Коши, мы можем поставить ее следую
щим образом: дано многообразие тг—1 измерений в пространстве, 
число измерений которого гг—|— 1: 

(°) / л 1 

г ( 0 ) = ? ( « р - - - , ] 

Найти решение уравнения 

/ {хи . .., хп, г, ри..., р„) = 0, 
заключающее это многообразие. 

Отметим, что из задания, по которому измерение многообра
зия (83) равно п — 1, уже вытекает, что исключение щ, и2,...,ип_х 

из первых п уравнений (83) дает только одну зависимость между 
ЛЩ ..(«О * ТО 

л1 > л2 г • • • > . 
Если существует решение задачи, то искомая интегральная по

верхность содержит многообразие (83) и можно для каждой точки 
на нем найти ее интегральный элемент, отыскивая по основанию (83) 
интеграл М ( Я г - 1 ) . Через каждый такой элемент проходит характе
ристическая линия, принадлежащая искомому решению, которая, 
если (83) не есть геометрическое место некоторого семейства 
этих линий (такое семейство можно получить, связав п параметров 
характеристических линий решения одною зависимостью), отлична 
от линий, принадлежащих многообразию (83). Характеристические 
линии, проходящие через указанные интегральные элементы, обра
зуют семейство характеристических линий решения и само реше
ние— их геометрическое место. 

(83) 

(3) 
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Из этого вытекает, что для решения задачи можно посту
кать так: ищем по основанию (83) интеграл МхП~1\ отыскивая 

(0) 
рп из уравнении 

,(01 СО) (0) (0) 
Р\ > 

^ ^ р ? <1х™+...+РУх™ 

из которых второе равносильно уравнениям: 

I 
(84) 

д?__ _ (о да, 
" Р\. А., ~Г ди 

да 

ди, 

(0) О 1?! 

(0) д <?» 
Р п ди, 

(84') 

дип_, Р х дип_, Л-Р. 
(0) д ? „ 

"'я-1 

Найдя интеграл Л/'" 1 ) , ищем характеристические линии, опреде
ленные его элементами, определяя параметры а и £ по формулам: 

1-) \dxJo 

У(х™, ...,х™ а™, ...,<%) 

С*. п I 0 
П1 (85) 

Полученные а ( < ) и о ( 0 ) будут функциями от аргументов и„ 
и», . . . , ы п _ 1 . Искомое решение должно быть результатом исключе
ния этих аргументов из уравнений 

х = у ( х . , а(о) (0) (о) 

( 0 ) 57 £ К ( 0 ) ¿ 7 , ¿ 1 / 
Со - ил ~Т~ - Гт « | • • • ) О , г да' (0) О а. (О = 0. 

(86) 

Примечание. Уравнения (85) и (86) могут быть заменены 
уравнениями 

° 1 0 ) ) = о тю7г<га г«>) _(Р) „(°) 

• ' 1 ^ ; 0

 р » +1^: ) 0 - 0 1 (85 ' ) 

4 « ^ 4 . ^ = 0 > . . . . С - Г ' Ш 

да™ ' <> 5а1 да ,(°) 
= 0. (86') 

file:///dxJo
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Остается установить, что нами действительно найдено ре
шение. Для того чтобы в результате исключения мы получили г 
как функцию от хх, х2, . . ., х„, уравнения второй строки в (86) 
должны быть разрешимы относительно их, и2, • • •, ип_х. Такое 

ешение даст параметры их, и2, . . ., ип_х в виде функций от 
хх, х2, . . . , хп_х, хп, вследствие чего а™ ,.. ., а^ будут функ
циями этих аргументов. Но тогда, чтобы г было решением 
уравнения (3) достаточно, чтобы было соблюдено условие 

которому вследствие последних равенств (86), можно дать вид 

^ = ¿ ^ + . . • + 4 ^ , (87) 

дУ 

дУ /дУ\ как если все производные—^ нули, нули также и все ) и 

да • \ да, /0 

мы при решении задачи имеем дело с особенным случаем. 
Параметры а, 0 ' , . . ., а™ находятся нами из первых п -\- 1 ура

внений (85). 
Дифференцируя первое из уравнений (85) и пользуясь за

висимостью (84), получаем вследствие остальных уравнений (85) 
сначала 

считая, что д ^ Ф- 0; последнее предположение законно, так 

а затем 
с ^ б ^ Ч . . . (88) 

отсюда ясно, что найденная нами при помощи описанного про
цесса поверхность есть всегда интегральная. 

75. Исключительные случаи задачи Коши. Переходя к обзору 
случаев, в которых описанный в прошлом параграфе процесс не при
водит к решению, начнем, как в § 67, с разбора предположения, что 
из уравнений второй строки (86) не могут быть найдены пара
метры и„ и2,..., ип_х. 

Обозначим, для удобства, знаками 8 дифференциалы, взятые 
в предположении, что меняются только их, и2, .. ., и 

Если из уравнений второй строки (86) нельзя найти щ, 
и2,. .., то якобиан этих уравнений по щ, . . ., ип_х равняется 
тожественно нулю; если он не равен нулю при некотором выборе 

С) С) (1) С) ,-
чисел хх , . . . , хп , их , .. ., ип_и то их, и2, .. . ,ип_х могут быть най
дены. 
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Значит, если ш2, <о3> . . ., ш п левые части этих уравнении, из 
уравнений 

8о)2 — 0, Зш3 = О, . . . , 8ш„ = О, 

в которых знак 3 обозначает результат дифференцирования по 
щ, и2, ип_х, можно исключить дифференциалы duv du,, 
dun_x и составить некоторую зависимость: 

i 4 9 3 ( o 2 + . . . + Х „ 3 » „ = 0. (87) 

заменяя в [bl)xv х.г, • . - ,хп через х

х , х2 , ..., хп , мы получим 

( А ) ( З ш 2 ) + • • • + (A,) (S«J = 0. (87,) 

Дифференцируем теперь уравнения третьей строки в (85). Обо
значаем через d часть дифференциала, зависящую от dx™,. . - ,dx™' 

Имеем 

(dm2) + (Зш2) = 0, . . . , (А>„)+(S(o„) = О, 

откуда вследствие (87!): 

( А , ) ( с К ) + (А3) (А>8) + . . . + (A,) (rfcûj  == 0. (83) 
Положим 

где 

Положим теперь, для удобства, что за параметры ии ы2 ип_х 

г (°) (°) (°) 

выбраны х\ , х2 , . . ., хп_1г т. е. что уравнения основания имеют 
вид, указанный в § 72: 

*?= 8 40}> • • •. е л *(0)=<? 40), • • •, *Гх). 
Тогда 

и уравнение (88) распадается на л — 1 уравнений: 

2 К ) («$° + ^ ^ 5 г ) = 0 , 1 = 1, 2, . . . . л - 1 . (89) 

Благодаря первому уравнению (84) и уравнениям первых двух 
строк в (85), справедливо тожество 
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Рассуждая как в § 70 и пользуясь уравнениями третьей строки 
в (85), из последнего тожества заключаем: 

ад)о ^° ) +(^г) 0} (1,) = °' 5 = = 2' • ' "» 2 
;=1 

т. е. 

«=1 

Умножая последние уравнения на (А0), (А3), . . ., (А„) и скла
дывая их, находим: 

8 = П 

£)2<^+(&)2">?н-

что вследствие (89) дает по сокращении 

\оРх) дх™ \др>) дх? " ' " [др^) д х ^ + \дрп) ~ °' 

Вспоминая формулу (822) § 72, из сказанного видим, что изу
чаемое нами обстоятельство может обнаружиться только в ха
рактеристическом случае. 

Пересмотрим теперь все обстоятельства, при наличии которых 
мы не сможем решить задачи Коши. 

Прежде всего при составлении интеграла М^п~1^ возможно по
явление исключительного или одного из характеристических слу
чаев, между прочим приводящего к интегралу вместо инте
грала М(п~1). 

Но кроме этого, может случиться, во-первых, что все элементы 
найденного интеграла М^п~*' будут особенными, и мы не сможем, 
поэтому, составить уравнения семейства характеристических линий; 
во-вторых, может случиться, что данное многообразие (83) изме
рения п —1 есть геометрическое место характеристических линий, 
определенных элементами соответствующего ему интеграла. Если 
мы, имея дело с этим случаем, не натолкнемся на случай, указан
ный первым, то по каждому элементу интеграла М* г е - 1 ) мы найдем 
характеристическую линию, но эта линия будет принадлежать 
многообразию (83) и геометрическим местом таких линий будет 
данное нам многообразие (83). 
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В этом случае мы будем называть интеграл М ( " - 1 ) характери
стическим, а данное многообразие измерения п — 1 характеристи
кой, принадлежащей решению. 

Мы вернемся в главе седьмой к разбору исключительных слу
чаев задачи Коши. 

76. Примеры: 1) Полный интеграл уравнения 

2 = х1Р1 Л- Х 2 Р 2 _{- хяР.3 — - | (р*-\-рз* — ра*) (90) 

есть 

г = ххах + х.2а.2 + х& - ~ (в,* + а£ - а2). (91) 

Мы получим характеристические линии уравнения (90), присое
динив к (91) уравнения 

&.>(*! — а,)-[-(л: 2 — а в ) = 0, 6 3 ( ^ — а [ ) - г (дг3 + а 3 ) = 0. (9Г) 

Положив в уравнениях (91): 

а ] = 0 , а2 = и а 3 = 0, 6 2 = 1 , 63 = 0, (92) 

мы получим характеристические линии 

х = л-ог" — ~ Р, х, -\- х.2 — г — 0, х3 = 0, 

геометрическое место которых 

* 3 = 0, г=±{х?-х?). (93) 

Ищем интеграл М^. Положив 

х™ = и, x™ = v, л - (

3 ° ^ 0 , ^ = ! • ( * » _ „ * ) , 

находим сначала, что 
(й) (О) 

Р1 = — « » Р2 —V 

и затем, из уравнения 

— {ю2- — и-) = — и 2 - ' - о - у ( и - - ] - V * ) т у р , , 

что 
• ( 0 ) = / 2 и. 

Отыскивая теперь а^0', а[°\ а™, Ь™, Ь™, сначала находим 
(0) (0) (0) (0\ (0) (0) ЛГ7Г 

а\'= р\'= —и, о 2 = Рз = ^ а 3 = Р з ; = У 2 и. 

Далее 
6 2

0 ) (и + и ) + - « — « = 0 ¿ ^ 2 и + / 2 4 1 = 0, 
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Т. е. 

О У2 
2 ' 

Уравнении характеристических линий 

г= — хги-\- х>г> / 2 их3 — у 2 — "2)> 

х 2 — » = 0, —\У2 + + ^ + / 2 и = = о . 

Исключение п и н приводит к решению: 

2 = — у * 1 2 + у * 2

2 + У~2 ххх3 — х3

2, 

удовлетворяющему поставленным начальным условиям. 
Многообразие (93)—геометрическое место характеристических 

линий уравнения, но не геометрическое место характеристических 
линий некоторого решения. Характеристические линии решения 
получаем из (91), выразив аи а 2 , а3, Ь.2, Ь3 через два параметра 
так, чтобы было соблюдено условие 

Условие (№) должно сохраниться, если мы свяжем параметры ха
рактеристических линий решения еще одной зависимостью; между 
тем параметры (92) этому условию не удовлетворяют. 

2) Рассмотрим уравнение 

характеристические линии которого даны уравнениями: 

г = а,хг + а 2 дг 2 Ч- а з*з — у (а,2 + а,2 -\- а3

2) 

°2 (х1 — а1) + х-2 — а2 = 0, о 3 (х, — а , ) -4 -х 3 — а 3 = 0. 

Найдем решение, в котором 

а\а1 = 6 2 а а 2 -•- Ь3с1а3. (№) 

2 = Х\Р\ - Г х2?2 + *зРз — "У ( Р 1 2 Т РГ + РЛ 

В рассматриваемом случае имеем 
1_ 
2 
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Отыскивая характеристические линии, прежде всего находим 

(0) (0) л (0) ..(о) и (0) (0) V 

Так как теперь 

(о) 
Рг • Уи*-\-ю* 

л(°> _ _ 

а - * 
пишем остальные уравнения характеристических линий следую
щим образом: 

дУ.дУ дУ дУ 
' 1 , ) О а. 

и составив уравнения 

^ и а . 2 / 0 ^ \ ( ? а 1 / 0 

т. е. 

=0, 40)(ц 

г/ = 0, 

находим 
'0) _ п (01 0 с* = — — 

' 3 и • 1̂ "> 3̂ 

Уравнения характеристических линий 

л-2ц . д-3г7 
г = 

= 0, юхъ — их$ = 0. 

1_ 
2 

Исключение и и т» приводит к исходному многообразию, кото
рое в данном случае характеристика. 

77. Задачи, отличные от задачи Коти. Конус характеристи
ческих линий. Ставя задачу нахождения решения уравнения (3) 

• по данному основанию, мы можем обобщить сказанное в § 65, 
взяв за основание вместо многообразия измерения п — 1 много-
обоазие измерения к: 

*,? = '•?« («1. •••> ак) 
(83,) 

Правила, данные в § 74, оказываются применимыми с той только 
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разницей, что для нахождения интеграла Л/ 1 '* - 1 ' мы будем иметь 
вместо системы (84') систему 

да, Р х дщ 1 ••• ~Т-Рп ди, 

• \ , (84/) 
тдъ , | (о) д<о„ 

дик

 Р х дщ^ " ' ~ Г Р п дик 

в которой только к уравнений; вследствие этого в каждой точке 
(0) (0) , ., 

основания аргументы р\ , рп зависят еще от п — к—1 пара
метров. 

Уравнения (85), дающие а™, Ь™, остаются неизменными и дают 
возможность, как и прежде, построить семейство характеристиче
ских линий, зависящих от п — 1 параметров. Если по исключении 
этих параметров получится поверхность, то эта поверхность будет 
интегральной: рассуждения § 74, установившие это обстоятельство, 
не зависели от тех предположений, которые могут быть сделаны 
об измерении основания. Вдоль основания эта поверхность не 
может иметь определенной касательной плоскости. 

П р и м е р . Найти решение уравнения: 

2 = х,р, 4- х.,р.2 хзРз — у (РI2 + Р-22 — Рз2). 

заключающее многообразие: 

х, = г", х-2 = 0, л'з = 0, г = 1. 

Полный интеграл уравнения 

2 = х,а, -\~х2а2 + *з с з ^ (а,г-\-а2

г — а 3

2 ) . 

Уравнения характеристических линий находим, присоединяя ура
внения 

о, (х, — а,) — х2— а 2 = 0, Ь3 (х,—а,)-\-х5~{-а3 = 0. 

Положив 

прежде всего находим р™ = 1. Пользуясь уравнением, получаем 

*— ~2 \ 1 ~ г Р 2 —Рз)> 

откуда заключаем, что можно положить 

р„' = и, р.Л' = VI - | -и- . 
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Применяя процесс § 74, находим 
(о) л (0) (°) 1 /1 \ — » а] = 1, а\' = и, а\ = У 1 + и-

6<0) (/ — 1) +- 0 - « = 0, Ь™ — 1) + 0 + ] Л Т " Г = о, 
откуда 

и2 / 1 > "3 , (о)_ Ц А ( 0 )— У Н - ц'" 

Уравнения семейства характеристических линий: 

г = х1-\- хм -\- х3 У \ -4- гг2 

- Л - ( Л 1 _ 1 ) + Л а - и = о, - К 1 + » а

 ( ^ _ 1 ) + , Г з 4 . 

4- У 1 _(- и а = о. 
Исключение и и г1 приводит к решению: 

г = х, — V х{1 — *э 3 , 
в котором при ,г2 — 0, дт3 = 0 нет определенной касательной плоскости. 

Отметим в заключение, что положив 

х1 = х1 > 
(°) .. _ „№) (0) 

(») (°) (°) 
где х\, хп , г постоянные, взяв другими словами, за осно
вание точку 

т 40>. •••^Г-Л», (94) 
(о) (°) 

мы при всяких р \ , р п удовлетворим условию 
= Р! ах, 4- • • • 4" Рп

 й х п • 

Аргументы р^0', р.^ будут связаны одною зависимостью: 

п -— 1 из них останутся произвольными, и мы найдем инте
грал М^п~^, в котором именно они и являются п — 1 произволь
ными аргументами. 

Нахождение характеристических линий и исключение из них 
этих параметров приведет к решению уравнения, которое есть 
геометрическое место характеристических линий, проходящих че
рез точку т — конус таких линий с вершиной в т. 

Уравнение этого конуса можно найти и непосредственно 
исходя от уравнений 

\У(хи хп, г, а™ 40), .... 0 = 0 
с) д\у дЬУ _ (0) д_Ш_ _ (86') 

характеристических линии. 
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Записав, что линия (86') проходит через точку т, мы присо
единим к (86') уравнения 

к 2

( 0 ), 4°', 40), о ] 

ьшщ (д_у?\ ь(0)!дт ШУ\ \ (85') 

Исключая из 2п уравнений (86') и (85') 2п — 1 параметров 
(0) (0) ¿(0) ¿(0) 

мы и получим конус характеристических лиинй. 
78. Преобразование уравнения в не содержащее неизвестной 

функции. Подобно тому, как мы делали это в § 13 и 42, мы мо
жем заменить интегрирование уравнения 

/ (*1, х ъ • • •*»• 2У Р\у • • - у Р») = 0, (3) 
содержащего явно неизвестную функцию х, интегрированием дру
гого, неизвестной функции явно не содержащего. 

Действительно, отыскивая вместо г уравнение 

ИПх» х.2! . . . , * „ , г) = 0, (95) 

которому оно удовлетворяет, мы получим для производных от х 
выражения 

Р 1 ~ д\У' " " ' Р п ~ ~ОИУ' К > 
дг дх 

из которых, конечно, должна быть исключена г при помощи ура
внения (95). Значит, результат исключения г при помощи (95) из 
уравнения 

/ 
/ лЕ дЖ\ 
1 ' дх, дх„ Х 

х1У х2У дШ" "' ' дV/ 
\ ~оЧ ~дТ I 

= 0 (97) 

должен быть тожеством. 
Если мы найдем значение как функцию от хи хп, г, 

удовлетворяющую уравнению (97) и, приравняв его нулю, соста
вим уравнение (95), то мы, конечно, найдем решение уравне
ний (3). Но следует думать, что поступая таким образом, мы 
некоторые решения потеряем: для решения уравнения (3) равен
ство (97) должно делаться тожеством только при посредстве (95). 
Однако, не трудно убедиться, что, действуя указанным образом, мы 
можем потерять только особенные решения уравнения (3). 

Действительно, если некоторое решение принадлежит семей
ству решений, зависящих от параметра, оно потеряно не будет. 
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Положим, что г такое решение и получается из решения 

г = Ф{х1г х2, хп, а) (98) 

по замене а нулем. Решая уравнение (98) относительно а, мы по
лучим уравнение 

Ш{х1г хг, х„, г) = а, (99) 

в котором удовлетворяет уравнению (97). Уравнение (97) не 
зависит именно от а и, значит, если удовлетворяется при посред
стве (99), зависящего от а, то удовлетворяется тожественно. 

Положив в (98) а = 0, мы получим уравнение, дающее данное 
решение. Если теперь г не особенное решение, то оно может быть 
получено из некоторого полного интеграла 

г = V (х1} х2, . •., хп, а,, ..., ап) 

путем присоединения нескольких зависимостей 
ш 1 (<*!, а2, а„) = 0 

<оА. (аиа2, . . ., а„) = 0. 

Заменяя одну из них, скажем первую, на 

<°1 (ап <ь> • •> а») = а ! 
мы заменим г решением, зависящим от а и обращающимся в г 
при а = 0; значит, г не теряется при замене уравнения (3) уравне
нием (97). 

79. Задача интегрирования уравнения. Из сказанного ясно, 
что задачу интегрирования уравнения (3) можно поставить дво
яким образом: можно искать его полный интеграл, знание ко
торого даст бесчисленное множество решений уравнения и позво
лит решить задачу Коши, или можно сразу искать, минуя полный 
интеграл, характеристические линии, знание которых позволит 
решить задачу Коши и составить полный интеграл, найдя, напри
мер, решение, в котором при 

*1 = Х\Щ : г = а — а 2 х 2 + • • • + а

п

х

п -
Первая метода будет изложена в главе шестой под именем первой 
методы Якоби, вторая будет изложена в главе седьмой под 
именем методы Коши. 

ГЛАВА ШЕСТАЯ. 

ПЕРВАЯ МЕТОДА ЯКОБИ. 

80. Теорема Якоби. Метода Якоби прилагается к уравнениям, 
приготовленным особым образом. 

Положим, дано уравнение 
}{хи х2, х„, г, ри р2, рп) = 0. (1) 

13 Н. Гюнтер. 
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Положим, сначала, что уравнение зависит от г. Применяя 
к уравнению сказанное в § 78, преобразуем его в уравнение, не 
зависящее от неизвестной функции. 

Положив, что х удовлетворяет уравнению 

\У(хи х2> . . . , * , „ 2 ) = 0, (2) 

ищем из уравнения: 

д\У Ш 
дх, дх„ 

\ 
/ X,, Хо, • • •, Хп, 2, • 

дх дх I 

О, (3) 

производные от Ш по хи хп, .... х„, решаем уравнение (3) относи
с ь 

пренебрегая таким образом особенными решениями, которые мо
гут быть потеряны. 

Предположим, что функция / неоднородная функция от 
р1г р2,..., рп. Обозначая знаками 

Я» Я* • • • > Я» (4) 

х2 

тельно -ч— и даем ему вид их 

4- Я (дг„ х2, .... х„, х, 9„ а.,, . . ., 9„) = 0. (5) 

Отметим, что если уравнение (5) получено из уравнения (1) ука
занным образом, то в нем Н однородная функция первого изме
рения от аргументов (4). Действительно, левая часть уравне
ния (3), очевидно, однородная функция нулевого измерения отно
сительно производных от Ш. Вследствие этого, уравнение (5) не 
должно меняться, если мы все производные от № умножим на 
одно и то же число, откуда ясно, что Н должно приобретать не
который множитель в случае умножения на него аргументов (4). 

Примечание. Заменив уравнение (3) уравнением (5) мы, 
в случае, когда уравнение (3) дает несколько значений для 

—, делаем выбор изучаемого уравнения. с?тим самым мы 

предрешаем и выбор ветви полного интеграла. 
Мы предположили, что в уравнении (1) функция / неоднородная 

функция от аргументов ри р2, • рп; когда это условие не соблю
л а - ^ 

дено, из уравнения (о) нельзя найти ~з—, так как эта производ
ств 

ная, как общий множитель величин, стоящих на местах этих про
изводных, из уравнения (3) сокращается. 

В этом случае, приводя к виду (5), надо уравнение (3) решать 
относительно одного из аргументов 

Яи Я21 • • •> 
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Если уравнение (1) не зависит от г, мы будем давать ему вид 
уравнения (5), решая его относительно одной из производных 
ри р2, . . ., рп; в этом случае, конечно, Н уже не будет однородной 
функцией от входящих в нее производных. 

Мы установим методу Якоби, не делая предположения, что Н 
однородная функция от аргументов (4). 

Т е о р е м а Я к о б и . Дано уравнение 

^~Х~Н(хихъ . .., хп> г, <72, . . . , 9„) = 0; (5) 

составим систему уравнений 
ах^дН с ^ ( _ дН 
аЧ-да~С -аЧ--~дх~: 0 ~ ^ 2 , • • * ) . (6) 

Задачи интегрирования уравнения (5) и системы (6) равно
сильны. 

Мы докажем, другими оловами, что когда известен полный 
интеграл уравнения (5), можно составить все интегралы системы (6) 
и, обратно, когда составлены все интегралы системы (6), можно 
составить полный интеграл уравнения (5). 

Примечание. Составляя по правилам § 70 уравнения ха
рактеристических линий для уравнения (5). получаем, обозна¬
чив для удобства через ц производную : 

Ох •;' 

с!х{ ^ _ йх„ = а г _ = = _ с?<7„ ) 

да, дЧа дхг дхп 

= Л а

 = ¿4? 
дЛ ^ дН , 

9 + Н=0, 

что приводит к системе (6) и, кроме того, дает уравнения 

ад дН ¿4? X * ' дН , " V дН 

81. Теорема об интегрировании системы. Установим сначала 
первую часть теоремы: если известен полный интеграл уравне-

^ н и я (5), то можно составить все интегралы системы (6). 
Так как в уравнении (5) число независимых переменных тг -{-1, 

полный интеграл его зависит от п -\-1 произвольной постоянной; 
так как уравнение (5) не содержит явно неизвестной функции \Т7, 
одна из гюстоянных входит в этот полный интеграл, как указано 
в § 57, аддитивно. 

13* 
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Вследствие этого полный интеграл уравнения (5) имеет вид: 
W—V (х„ л , . . ., х„, z, аи а 2 , .. . , ап) — с. (7) 

При этом, как вытекает из сказанного в § 57, уравнения 
dV dV dV 

должны быть разрешимы относительно аи а2, . . . , а„; иначе из них 
можно было бы эти постоянные исключить и получить уравнение, 

не зависящее о т Н а п о м н и м , что в § 57 было установлено то

жество 
(dV_ dV dV\ IdV dV dV} 

U \dxx' dx¿ dxj _ U [da,' da,' ••• ' da„, 
D(alf a 2, an) D (x„ x 2 , x„) 

Из сделанного замечания о возможности найти из уравнений (8) 
постоянные а„ а 2 , • • • , ап вытекает, что ни один из якобианов 
тожества (9) не равен тожественно нулю. 

Вводя новые постоянные blt . . . , Ь„, составляем равенства 

£г = < 7 ° d%rK
 ( F = I ' 2 ' • • • ' » ) • Í I O> 

Докажем, что равенства (10) образуют полное собрание общих 
решений систейы (6); причем 2п постоянных интегрирования 
равны 

аи а.2, .. ., а„, Ьи ¿2, . . . , Ъп. (11) 

Ранее чем приступать к доказательству этого утверждения, про
верим, что уравнение (10) обладает двумя свойствами, указанными 
в § 2, без которых собрание (10) не может быть собранием общих 
решений для какой-либо системы дифференциальных уравнений. 

1) Система (10) может быть решена относительно 
хи х2,... , хп, qu <7о, • . . , <7„. (12) 

Последние п аргументов выражены явно через а,, а 2 , • . . , ап и первые 
тг аргументов первыми уравнениями системы (10); что же касается 
первых п аргументов, то их можно найти из последних уравне
ний (10), так как правый из определителей (9) не нуль. 

2) Система (10) может быть решена относительно постоян
ных (Н) . Последние п из этих постоянных выражены явно через 
первые п и хи хъ.. ., хп последними ypáBHeHHHMH системы (10); что же 
касается первых п постоянных (11), то их можно найти из первых 
уравнений (10), так как левый из определителей (9) не нуль. 

Установив это, приступаем к доказательству теоремы. 
Подставляя в уравнение (5) вместо производных от W их зна

чения, получаем тожество 
dV,„í  dV dV\ 
- ^ + Н^хих2,...,хп> ••.•£-)=<>, (13) 
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которому мы дадим вид 
дУ 
дх •(#) = о, 
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(13) 

обозначая буквой (Н) результат замены в функции Н аргументов 
<7и <?2> •••>9п и х значениями. 

Левая часть тожества (13) есть функция от аргументов 

х 1, х%,...» хп, а , , . . . , ап. 

Дифференцируя его по первым аргументам, получаем п тожеств: 

дх 

к = га 

к=1 

Дифференцируя его по последним из этих аргументов, получаем 
новые п тожеств: 

к = п 
д*У 

; ^ ( 1 ) ^ - и ' ' = 1 ' 2 » • ( 1 5 > 

к = 1 

дг да 

Подготовив таким образом доказательство, обращаемся к си
стеме (10). Найдя из этой системы аргументы (12) как функции х 
и постоянных (11), подставляем их в уравнения (10) и получаем 2п 
тожеств. 

Обозначая знаком [/"*] результат замены аргументов (12) ука-' 
занными их выражениями через х, мы даем упомянутым тоже-

•-ствам вид: 
\дУ дУ 

да1 
- 4 , (Ю') 

Если мы выполним и в тожествах (14) и (15) указанную подста
новку, то мы дадим им вид 

д 2 V 
дх дх1 _ 

д2 У 
_ дхкдх^ 

к — 1 

олдщ\ V дд,: } 1дхкдХ1\ 
к = \ 

= 0 (14') 

(150 

так как вследствие первых равенств (10') очевидно 

Дифференцируем сначала последние тг тожеств (10') по г. Полу
чаем 
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Трактуя уравнения (15') как систему уравнений с неизвест-
" дН ' 

, видим, так как определитель при неизвестных, рав-
ный определителю (9), не нуль, система имеет единственное ре
шение. Но система (16) отличается от системы (15') только тем, 

что в ней неизвестные обозначены знаками 

Следовательно имеем: 

Ах 
<;// 

(& = 1,2 , . . . ,п). (17) 

Дифференцируем теперь по г первые из п тожеств (10'), Получаем 
к •=* п 

д*У ] 
дх.дх 

к=1 

Пользуясь установленными равенствами (17), даем тожествам (18) 
вид: 

д У * = П 

дхТдх~] + 2 
д*У 

дх,. дх, 
дН 
дЯп. 

Э М , ( Ы 1 , 2 , . . , п ) . ( 1 8 ' ) 

Сравнение полученных равенств с соответственными тоже
ствами (14') дает 

Ах 
дН 

Ц = 1 , 2 , . . . , Л ) . (19) 

Равенства (18) и (19) говорят, что замена в уравнениях (6) аргу
ментов дг г , л 3 , . . . , хп их значениями, найденными из последних ра
венств (10), а аргументов Я\,Яъ--->Яп и х выражениями, данными 
первыми равенствами (10), обращает уравнения (б) в тожества, 
что и требовалось доказать. 

82. Теорема об интегрировании уравнения. Укажем, прежде 
всего, правило для составления полного интеграла уравнения (5) 
по собранию общих решений системы (6). 

Положим равенства 

в которых 

*1 = <?{(*, аи..., ап, Ь,,..., Ьн) 
41 = ^1 (г> а„, Ь,,.. ., Ь„) 

а„ а 2 , . . . , а,„ Ъ„ Ь.2,.. ., Ь„, 

(20) 

(21) 
произвольные постоянные, образуют собрание общих решений 
системы 

Ах, _ дН с1д, дН дд, ' Аг дх. (б) 

Мы, однако, за (20) возьмем не произвольное собрание общих 
решений, а собрание Коши, считая, что Ьи...,Ь„ суть начальные 
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значения хи. .., х„, а а,, г 2 а„ начальные значения 4%,..., д,„ 
отвечающие х = г 0 . 

При таком предположении из уравнений (20) имеем: 

если г = г0, то * 4 = £{ р{ = сц (г = 1, 2, . . . , тг). (22) 

Из уравнений (20) можем найти все постоянные (21); иначе (20) 
не было бы собранием общих решений системы (6). Отметим, 

- в частности, что из первых п уравнений (20) можно выразить 
6], Ь2, • • •, Ь„ в функции от х, аг а 2 , . . ., а„; действительно, при г — х0 

они обращаются в первые п уравнений (22), из которых, очевидно, 
можно найти Ьх, Ь.2,.. ., Ьп. Значит, коли система из первых п урав
нений (20) разрешима относительно 6 1 ; Ь2, • • •, Ьп при чватном значе
нии г, то она разрешима относительно этих аргументов при про
извольном значении г. 

Основываясь на этом замечании, имея дело с любой функцией 
Ф (х„ с/„ г, а„ Ы), 

мы можем при помощи системы (20) преобразовывать ее по своему 
усмотрению либо в функцию от г, а1г 6 „ либо в функцию от хи 9,, г, 
либо в функцию от х„ г, а,: 

Ф (*„ д„ х, а„ Ь,) = Ф, (хи ди г) = Ф 2 (х, а„ Ь,) = Ф 3 (лг„ х, а,). 
Переходим теперь к описанию правила для составления полного 
интеграла. Составляем функцию 

и - * 2 % « - и - <2з) 

г = 1 
Эту функцию от х{) х, <7, переделываем, согласно со сказанным, 
в функцию от х, а„ Ь,. Условимся обозначать ее знаком (¿7). Счи
тая, что а„ Ь1 постоянны, вычисляем интеграл 

§ (и)а!х. 

Составляем далее сумму 

У=слЪ^га2Ъ2-Г...+ап Ь„ +- / (£/) & (24) 
г, 

и эту сумму, согласно со сказанным, из функции от г, а„ Ь{ пере
делываем в функцию от х{, х, а,. 

Полный интеграл уравнения 

~--{-Н(х1,х2,...,хп,х,ди...,д„) = 0, (5) 

дается равенствам 

Г = V— с, (25) 

где V указанным образом переделанная функция (24). Отметим, 
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что если (25) действительно решение уравнения (5), то УУ его 
полный интеграл. В самом деле, при х = х0, УУ обращается в 

У7= а, х1 -)- аг х2 -4- . . . -Ь ап хп — с, (25') 

так как на основании первых тг равенств (22) функции от г, х{, а„ 
обозначенные знаками 6М обращаются в х, при х = х0. О реше
ниях же, зависящих от нужного числа произвольных постоянных 
и имеющих начальное значение вида (25'), мы установили в § 57, 
что они образуют полные интегралы. 

Отметим еще, что когда Н однородная функция первого изме
рения от 9^, 9 2 , • • •, ЧПУ ч т о имеет место, если уравнение (5) получено 
преобразованием уравнения (1), то функция и тожественно равна 
нулю. 

Для доказательства того, что (25) действительно полный инте
грал уравнения (5), надо суметь найти производные 

д\У д\У дУ7 дУУ 9 . 
дхх ' дхэ дхп ' дх У ' 

и установить справедливость тожества 

дУ7 , „ / дУУ дУУ дУ7\_п , 0 7 . 
-13Г-Ги^х1,х2,...,х11,х, д х ^ , '•••'-^; = и-

Приступая к нахождению производных (26), условимся обозначать 
знаками „й" дифференциалы, взятые в предположении, что пере
менно только х, а аргументы а„ Ь{ постоянны; в таком значении 
встречаются в уравнениях (6) йхи с1д{; далее, условимся обозначать 
знаком „о" дифференциалы, взятые в предположении, что х по
стоянно, наконец, знаком Д будем обозначать дифференциалы, взя
тые по всем аргументам. Мы будем иметь 

АХ1 = с1хг-\- 3*4, ЬУ/=<1УУ+Ш. (28) 

Вычисляем 
а\УУ и ЬУУ. 

Первый из них находим сразу, дифференцируя (24): 

¿1*7-= (£/)<&. (29) 

Для вычисления второго имеем 

8р7==81/-2]а4ЗА)+2^8а*-г-5 | (30) 
Но 

* г 

{1[)<1х= ^ ЫУ)а\х (31) 
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и Ч У > - ^ ^ * ) - а н = 2*(|>,)+ 
г = 1 г = 1 

* =п г — п г п 

г = 1 г= 1 * = 1 

Пользуясь уравнениями (6) из (32) после сокращения средних 
сумм получаем 

г ;= п i = п 4 = п 

» = 1 *=1 » = 1 

+ ^ 8 (х,)} = ^ (32') 
г = 1 

Подставляя это значение § (¿7) в (31), находим: 

г0 1 = 1 » = 1 г« 
г = я. г = и 

а.8 6,, (31') 

» = 1 
-так как при г — го 

41 = а,, х, = Ь1. 

Вследствие всего этого получаем 
1 — 71 I = п г = п г = п 

8 ( г ) = ^ 8 ь + 2 6 . 8 а, + 2 ы 8 (*,) - 2 я , 8 V 
* = 1 ¿ = 1 г = 1 г = 1 

»* = п » = 11 

= 2 Л 8 а * + 2 > Л 3 ( * < ) (зо') 
» = 1 » = 1 

и значит, пользуясь снова уравнениями (6), 
< = п 

Д( и?)=з (^ -ь ^ ( б < § а * + 2
 ы 8 (*<)+2 (̂ ) 

< = 1 » = 1 г = 1 
г = п г = п < = п 

г = 1 1 = 1 » = 1 
» = П 4 = П 

1 = 1 »= 1 
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т. е. 
г = П 1 = и 

А( Ю = 2 6*3 а' + 2 Ы А (а'<} - & ' ( 3 3 ) 

г = 1 { = 1 
Во всех выкладках до сих пор мы трактовали УУ, х0 97 как функ
ции от г и постоянных а0 Ьг 

Выразив 
ЬиЬ-,,...,Ьп (34) 

при помощи первых равенств (20) через аргументы 
х \ , -*2> • • • > хт а1> • • • > ап > (35) 

преобразуем (УУ) в функцию IV этих аргументов, данную равен
ством (25); функция (Н) обратится в функцию Н от них, задан
ную при посредстве функций 

полученных из вторых равенств (20) по исключении из них (34)* 
Равенство (33) принимает вид 

г = п г = п 

Д Ц7 = У] Ь< 8 а, + V ? ( д ^ _ (33') 
г=1 »« 1 

где теперь (34) функции от (35), и из него мы заключаем: 
дУУ дУУ дУУ 

~~дх~ = 9,'~дг~ ~ ~Н(Х" • • -'Х™2>Я\ • • • »9»)» = А.- ( г ' = 1А- • ->п) ( 3 6 ) 

Пользуясь первыми п равенствами из (п-|-1)"ГО, выводим, что 
т '-н(х х х г Ё К = о 

а это и требовалось доказать. 
Итак теорема Якоби установлена полностью. 
83. Примеры. Интегрирование уравнений динамики системы. 

Отлагая выводы из полученных результатов, разберем несколько 
примеров. 

1) Проинтегрировать уравнение 
/ , 1 Р а —4* = 0. (37) 

Отыскивая вместо г уравнение 
УУ=0, 

которому она удовлетворяет, имеем 
_ дУУ дУУ _ дУУ • дУУ^ дУУ_ 

Р 1 ~ дх, :~дТ~ 4 1 : д г ' Р 2 ~ дх2 ' бг ~ Ч-'~ дг ' 

Уравнение (37) принимает сначала вид 
л 1дУУ\% . 
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и затем обращается в уравнение, к которому применима метода 
Якоби: 

(ЗГ) 
Ог 2 у г 

Система (6) имеет вид: 

&х\ \_~\f3± — = 1_ л/3± 1_ ^ 1 = г\ = О 
</г 4 | / 9 1 ' г ' о!х 4 К д.2' х ' а!х * <& 

Полагаем г 0 — 0. Интегралы Коши последних двух уравнений: 

91 = а 1. 9-2 — а2-

Из первых двух уравнений, если и Ь2 значения х, и х2 при 
2 = 0: 

Функция ¿7 в рассматриваемом случае равна нулю. Полный интег
рал уравнения (37') 

И Г = « 1 6 Н - а 2 б 2 - с = а 1 ( * 1 + 4 - ] / Г " ¿ 7 г) + 

+ о-г {х?. + -|" 2) — с = а 1 *1 + а 2 *2 + У а, а 2 г -

Приравняв V? нулю и деля обе части равенства на с, полу
чаем полный интеграл" уравнения (57): 

ах х1 + а 2 *.3 + У а, а2 х = 1. 
Мы получили для однородную функцию первого измерения 
от аг, а2, с. В одном из следующих параграфов мы покажем, что 
если Н однородная функция первого измерения от 9 » это обстоя
тельство всегда имеет место. 

2) Проинтегрировать уравнение 

91 9з ~Ь х1 х2 = 0- (38') 
Дав уравнению вид: 

| *1 * 2 _ 0 Н—.Х1Х* 

•с. 

дх1 92 ' 92 ' 

получаем систему (6) в виде 

<£*2 _ *1 -*2 _ *1_ 
<1х, 9 а 2 ' <^х1 9а ' 

Выбирая нуль за начальное значение и обозначая через Ъ и а 
начальные значения лг2

 и 9г> легко находим: 

? 2

а + * 1 8 = в в . * 2 = У"а 2 — * , 2 - ^ - . (39) 

file:///_~/f
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В рассматриваемом случае 

9 2

2 92 92 а 
Полный интеграл получается из 

К, 
• аЬ — ( 2х, — с1х-, • 3 а г Ъ - х \ ^ 

а 

исключением Ь, найденной из второго уравнения (39). Выполняя 
выкладки, получаем 

г = л-2 У а2 — Ху- — с. 

Отметим, что полный интеграл уравнения (38) можно было бы 
найти и при помощи следующих соображений (см. пример 3, § 58): 

Положив 9 Х = ах,, из уравнения (38) находим 9 2 = — — х2. 

Система уравнений 
1 

91 = а \ хъ 92= — ~ х2 
"1 

очевидно замкнутая и дает 
1 3 1 2 1 

3) Покажем, в заключение, следуя Якоби, что к интегрированию 
системы (6), и значит к уравнению (5), сводится, в общем виде 
задача движения системы материальных точек под действием сил, 
имеющих потенциал, если как связи, ограничивающие свободу 
системы, так и потенциал действующих сил, не зависят от времени. 
Положим, что система к материальных точек находится под дей
ствием сил, имеющих потенциал £7 и связана Зк — п условиями 

Л С*1. *2» • • •. 2т) = 0. • • •»/зл—я х2,..., г,;) = 0. (40) 
Движение управляется уравнениями 

8 = 3к — п 8=ЗЙ— п 

8= 1 8 >= 1 
я=ЗЬ—га 

ь- = 1 

где множители 
Х1; Х 2 ) . . Х з л _ „ 

характеризуют влигние реакций связей. Эти множители выра
жаются рационально через координаты точек и их производные 
по времени Ь, для нахождения этих выражений достаточно два раза 
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продифференцировать по времени уравнения (40) и исключить 
после этого вторые производные от координат точек при помощи 
уравнений (41). 

Выразим координаты точек через функции 

*1 = <Р* (<71> 9а» • • •» 9»)»-У1 = <тЧ (91.9г.- • •, 9«). г1 = Ъ (91» 9г.• • • »9«). (42) 

от п параметров 
9i.92.---9«> (43) 

выбирая эти параметры так, чтобы уравнения (40) удовлетворя
лись тожественно после замены хи у,, г, их значениями (42). 

Чтобы определить движение системы, достаточно определить 
параметры (43) как функции от Ь Для составления уравнений, 
определяющих зти последние функции, можно использовать прин
цип Гамильтона. 

Положим 

г = 1 

— живая сила системы. Пользуясь (42), мы можем выразить Т через 
параметры (43) и их производные по I. Так как производные 
от х„ у„ г1 линейные однородные функции от производных от пара
метров (43), то живая сила Т, будучи функцией от (43), будет одно
родной функцией второй степени от их производных. Использовав 
уравнения (42), можно также и потенциальную функцию выразить 
через аргументы (43). 

Заменяя аргументы (43) какими-нибудь функциями от пере
водящими систему из некоторого положения в другое, вычисляем 
интеграл 

(*(Г+ г/)л. 
«. 

Из всяких выборов функций (43), то, которое отвечает действи
тельному движению, удовлетворяет уравнению, 

Ь ^(Т+Щ Л = 0. (45) 
«о 

Составляя уравнение, имеем 
t t t I = П 

8 р Г + £ / ) Л = | ' ( 8 Г + 8 £ / ) А = ^12^39« + 

*„ *о *) * = 1 

г = 1 

http://9i.92.---9%c2%ab
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Но 

¿ „ 1 = 1 1 = 1 г = 1 Г0 

*„ г = 1 * 0 г = 1 

так как на граничных положениях системы все вариации о д< равны 
нулю. 

Итак уравнение (45) принимает вид: 

О г = 1 

и влечет за собой справедливость п уравнений: 

Л \ - д а 7 Г ^ Л Ь ^ Г ' 0 = 1,2,. . . , п). (46) 

Вводим в рассмотрение вместо производных а/ переменные 

р ; = ^ - > (/ = 1, 2 , . . . , Л ) . (47) 

Так как правые части уравнений (47) линейные функции от д{, 
эти производные могут быть выражены через р,,---,рп. 

Если 
д{=К„ (г = 1 , 2 , . . . , п ) , (48) 

искомые выражения, то уравнениями для нахождения аргумен
тов (43) будут уравнения (48) и уравнения 

^ = ^ + ^ 7 ' 0 = 1. 2 , - . . ,п ) . (49) 

Живую силу Т можно также выразить через новые неизвестные Р { , 
исключив из ее выражения производные <?/ при помощи равенств (48). 
Обозначим через (Т) то, что получится после такого исключения: 

Т= Т(д1г д!) = (Т{ди рг)) = (Т). (50) 

Наша ближайшая задача преобразовать уравнения (48) и (49). 
Из (50) имеем 

а*Т=<1(Т). (51) 

Так как Т однородная функция второго измерения от д/, то 

» = 1 = 1 
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Дифференцируя второе тожество, получаем 
г = п 

г = 1 г = 1 г = 1 
г" = п г = п г = я 

; = 1 г = I г = 1 

и, вследствие (47), 
г = 11 г = п 

^ ч/ йР> — ¿41 • 
г = 1 -г = 1 

С другой стороны, 

«"-23Р*+2 •г = 1 г = 1 

Подставляя в (51), заключаем, что 

, д(Т) ВТ д(Т) л п 

Ъ—ЗрТ' -дс-Г~~ЬЧ7> Ь = 1,2,...,п). (52) 

В силу второго соотношения (52) равенства (49) принимают вид: 

< г Р < _ д{Т)-и дн 

если положить 
Н=(Т)—и. 

Первые равенства (52) не отличны от уравнений (48). Так как II 
не зависит от д/, II не зависит и от ри и мы имеем, 

| ^ - 0 , <« = 1 , 2 , . . . , „ ) . 

Вследствие этого первым из равенств (52) можно дать вид: 
аЧ1_д(Т)—и дН 
Л дР{ дР1 

(| = 1 , 2 , . . . , п ) . 

Итак движение системы точек управляется системой: 
с?о, дН с/р., дН т т, 

"7? = ^ ' Д
 = - 1 О Т ' ^ 1 . Л . " - . ^ . Л , . . . . ^ = (Г)-£Л(54) 

Интегрирование же системы (54) равносильно интегрированию 
одного уравнения 

^+Н(д1,д.ъ...,дп,р1,...,рп)=;0, = — , (г = 1 ,2, . . .,тг). (55) 
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Итак, решение задачи о движении системы в указанном чрезвы
чайно общем случае сводится к интегрированию одного уравнения 
того типа, которому посвящена эта глава. 

Впоследствии будут указаны приемы, позволяющие интегриро
вать уравнение вида (55), не прибегая к составлению и интегриро
ванию системы (54); вследствие этого замечания, замена си
стемы (54) уравнением (55) может оказаться полезной. 

84. Замечание об интегралах системы (6). Возвращаемся 
к исследованию системы (6). Положим, что найден интеграл 

ф 1 С*1, *2> • • • , *»> 2, Р 1 , • . • , рп) = /гх (56) 
системы 

<1х{_ дН а"я,_ дН . 
~аЧ-~дТГ~аТ~~~ЬТГ 0 = 1 , 2 , . . . , п ) . (6) 

Если (56) интеграл системы, то на основании (6) 

I =1 

Исключая при помощи (6) а\х, и й7», и сокращая на с\г, получаем 

дг Т 2лда< дх{ дх, да,'"0' { Ь ° 
г = 1 

т. е. что Ф1 есть решение линейного уравнения (57), которому 
можно дать вид: 

_ ^ + ( Я , Ф 1 ) = 0. (5Г) 

Если функция Ф х не зависит от г, то последнее равенство имеет 
вид: 

( Я , Ф х ) = 0. 
Положим, что имеется еще интеграл системы (6) 

Ф 2 = А2, (560 
в котором функция Ф 2 также зависит от г. Тогда скобка 

также левая часть интеграла системы (6). Действительно, по то
жеству Якоби: 

(Я, (Ф 1 ; Ф 2)) + (Фи (Ф 2 , Я)) + (Ф 2 , (Я, Ф,)) == 0. (58) 

Так как вследствие того, что (56) и (560 интегралы системы 
(Я, Ф х) = 0, (Я, Ф 2 ) = - (Ф 2 , Я ) = 0; 

из тожества (58) имеем: 
( Я , ( Ф 1 1 Ф 2 ) ) = 0, 

что и требовалось доказать. 
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Сказанное можно обобщить и применить к интегралам (56), 
в которых функция Ф зависит от г. 

Приведем в соответствие аргументу г аргумент о, подобно тому, 
как в скобке Пуассона аргументу х, соответствует аргумент аи и 
введем в рассмотрение функцию 

Н{=а-{-Н. 
Имеем 

<«>• 
г = 1 

так как Ф х очевидно от 9 не зависит. Значит, уравнение (57') 
имеет вид: 

(НиФг) = 0. (570 

Отсюда, повторяя только что выполненные рассуждения, можно 
убедиться, что если (56') какой-нибудь другой интеграл системы (6), 
то очевидно 

( Ф 1 > Ф а ) = Л 3 

тоже интеграл системы (6). Мы, впрочем, не утверждаем, что 
этот интеграл не зависит от интегралов (56) и (56') и, в частности, 
что скобка Пуассона в левой его части не постоянное. 

85. Случай, когда Н однородная функция первого измерения 
от аргументов <7,, <72 Цп. В примере 1 § 83 мы видели, что в этом 
случае У однородная функция первого измерения от постоянных 
а,, а.2>..., а„. Не трудно убедиться, что это обстоятельство всегда 
имеет место, ' когда Н однородная функция первого измерения 
от аргументов 91, 9.,,. . ., 9,,. Действительно, в этом случае, по фор
муле Эйлера 

к = » 
дН 

к = 1 

Значит, в этом случае имеем-

7 = а 1 6 1 4 - а а 6 а + . . . + а и 6 в , (59) 

где Ь,, 63, . . ., 6„ функции от аргументов (35). Но по форму
лам (36): 

, _ дУ дУ , дУ 
6 1 _ да,' - д а 3 ' " - Ь п ~ дан'' 

значит равенство (59) имеет вид: 

и говорит, что У однородная функция первого измерения от аргу
ментов а„ а 2 , . . ., ап. 

14 Н. Гюнтер. 
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86. О характеристических линиях уравнения (5). Если 

У 0*1» х2,..., х„, г, аи ..а„) — с. (Т)) 
какой-нибудь полный интеграл уравнения 

. . . . ч л 

~дг "' 1{(* 'х2> •••>х»'2>91>а-2>---а») = ®, (5); 

то по сказанному в § 69 система характеристических линий длж 
уравнения (5) определяется равенствами: 

Ж=У(хих2, ...,х,1,г,а1,...,а„)—с- (61) 

при составлении равенств (62) мы трактовали постоянную с так, как 
в § 69 трактовалась постоянная а, а постоянные а,, , а„ так,. 
как там трактовались постоянные а2, а 3 , . . . , а„. Метода Якоби учит,, 
как составить полный интеграл (61), а, значит, позволяет и- соста
вить уравнения (62). 

Мы покажем теперь, что уравнения (62) нами в действительно
сти найдены ранее составления уравнения (61). Положим,, как 
в § 82, что нами найдено собрание общих решений Коши си
стемы (6). Положим 

, , , , ч О = 1,2,. . . ,п.) (20> 
9 , = у, (г, аи . .., а„, Ь,, . . .,&„) 

это собрание. Не трудно убедиться, что первые п из них, урав
нения 

г; (г, аи. . .,аи Ьи. . ., Ь„), ( / = 1,. 2, ....... п) (63); 

не что иное, как уравнения (62). 
Чтобы убедиться в этом, вспомним правило для составления: 

полного интеграла (61). 
Составляя этот полный интеграл, шадо прежде всего решить, 

уравнения (63) относительно Ьи ..., Ь„; положим, что, решая их, мы: 
получим 

6< = ш, [хи х2, . .., хп, г,а„..., а„), (г = 1,. 2У ...п) (63') 

Затем надо составить функцию 
к = п 

к = 1 

заменить в этой функции х, и д{ их выражениями (20) через г, аи 

взять интеграл 

/ Ш) Л ; 
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составить сумму 

К = а , 6 , + а 2 Ьа+...+а„Ьп + / ( № 

и функцию 
Р 7 = К — с ; 

исключить из последней функции ¿ 2 , ¿2» • • • Ьл при помощи урав
нений (63'). 

После этих действий получается та функция от х1г х^, хп, 
г, аи ао, • •, а„, которая входит в равенство (61). 

В § 82 в формуле (36) нами дан дифференциал этой функции 
от л-,, .. ., хп, г, а,, с 2 , . . ., а„. Именно, мы нашли там, что 

» = » 7 = 74 

Ш=М= 2 6 , 4 + ^ дЛх-Н<1г, (33') 
1=1 <=л 

что привело нас к формулам (36), дающим производные от № по 
всем ее аргументам. 

Выписывая последние формулы (36) и вспоминая, какое значе
ние в них имеют 61, ¿ 2 , • • Ьп, видим, что в обозначениях этого 
параграфа они имеют вид: 

д У д У д У ^АЛ 
-да7 = ^ -Ча~ = ^' - ^ Г ^ - ( 6 4 ) 

Равенства же (64) говорят, что уравнения (62) и (63') или (63) не
отличны. 

Примечание. Мы указывали уже в примечании к § 80, что 
система (6) — часть системы уравнений характеристических ли
ний, выведенной в § 70. Недостающие уравнения получаются, 
одно — дифференцированием 9 и применением уравнений (6): 

г =1 г'=1 

другое — применением формулы 

4=5 7» 

4=1 

Следовательно, в этом параграфе нами снова составлены 
уравнения § 70, причем путем рассуждений, не зависящих от 
соображений того параграфа. 

87. Интегрирование уравнения первого порядка общего вида. 
Мы показали в § 80, что интегрирование уравнения 

/ (*!, х2, х„, г, р„ р.,, . .., р„) = 0 (1) 
общего вида может быть сведено к применению первой методы 
Якоби. При этом там было и указано, как это сделать. 
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Отыскивая z из уравнения 
W (х3,х2, .v,„z) = 0, (2) 

мы искали W из уравнения 

{ 1 Г Г у г 2-!— 1^ 2" \ — П t"Vi 

Öz ÖZ 6: Z 
положив, что уи ^ о , . . ., <7„ означают производные от IV по пере
менным .V], дг2, • • ., Л'„ и что 

Z 
Предположив, что /неоднородная функция от /?], р.2, р„, мы 
можем дать уравнению (3') вид: 

— 1-Я (д-р .г., л-„, г, <7,, <7,., . . . . -7,,.) = О, (5) 

решив относительно —, и применить методу лкоби, интегрируя 

систему 
с1х,- дН • дН / - 1 9 ^ « \ 

Если 
IV = V (л:,, л-2 х„, г, а „ а 2 , . • •, а„) — с 

полный интеграл уравнения (5), то решение г уравнения (1) можно 
найти, решая уравнение 

V (х-, х2, г, а „ а2, . . ., а„) = с. (66) 

Последнее уравнение зависит от п- ( -1 произвольных постоянных 

о,, а-,, . . •, а,„ с, (67) 

тогда как для нахождения полного интеграла уравнения (1) до
статочно найти решение, зависящее только от п произвольных 
постоянных. Но из сказанного в § 85 ясно, что уравнение (66) 
однородное относительно аргументов (67). Именно, в данном слу
чае функция Я однородная функция от <?,. о.,, . . ., о„, на что мы 
указывали в § 80. Следовательно деля, например, на с обе части 
уравнения (66) или, что то же самое, полагая, что с = 1, мы по
лучим полный интеграл уравнения (1) в виде 

V (л-), хъ . .., х,., аи а.2, . .., а„) — 1 = 0. (68) 

Найдя полный интеграл уравнения (1), мы можем составить для 
него и уравнения характеристических линий. Применяя правило 
§ 69, но заменяя, во избежание недоразумения, буквы Ь2, Ь3, ..., Ьп 
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буквами Сп, с 3, . . ., с„, мы получаем, воспользовавшись примеча
нием в конце § 69, уравнения: 

У [х„ ха, х„> г> а\> а2> 
д У л. д У п 

, а я ) - 1 = 0 

с 3 

да, 

дУ 
да, 

да2 

дУ 
дао = 0, (69) 

дУ дУ 

Уравнения (69) зависят от 2 л — 1 произвольных постоянных. 
Вследствие однородности функции К относительно а,, сг2, . . ., аи, 

первому уравнению можно дать вид: 

д У 1_ Д У Л_ . Д У 1 п 

а системе (69) вид'' 

дУ дУ дУ дУ 
да, " * * да.2 ~ * ^ - ' - ' да, 

положив 

8 
1 

° 1 •— с_> ° 2 — • • • — с„ а„ 

Из формы (690 ясно, что система (69) разрешима относительно 

х,, л'2, • . . , -*•„; 

уравнения (690 П Р И 2 — 2 о обращаются, именно, в 
*1 = £ , *2 = —ёс-ъ *ъ = —ёсъ • • •» хп = —£с„, 

как вытекает из сказанного в § 82. 

Примечание. Если / однородная функция от р„ р 2 , . . . , р11У 

то уравнение (30 надо решать относительно одного из аргу
ментов д„ а.2) . . ., дп. Решая, например, относительно Я , и 
дав ему вид 

т Л-и( \ Г, ~д^УН *2> • • •' *<» 2 ' 92. • • •> 9«) = 0» 

мы можем применить все сказанное, переставив аргументы 
х, и г вводя в рассмотрение вместо 9! производную 9 от 
по 2. 

Уравнения (69) будут разрешимы относительно 
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88. Уравнения характеристических линий уравнения (1). 
В § 70 мы составили дифференциальные уравнения характеристи
ческих линий для уравнения (1). В § 86, говоря об уравнении (5), 
мы снова установили эти уравнения, причем путем рассуждений, 
не зависящих от соображений § 70. Это дает возможность вывести 
еще раз уравнения характеристических линий и для уравнения (1) 
независимо от рассуждений § 70; для этого надо только вернуться 
обратно от уравнения (5) к уравнению (1) и преобразовать урав
нения § 86 так, чтобы в них вошли только элементы уравне
ния (1). 

Приступая к решению этой задачи, положим, что в уравне
нии (1) функция / неоднородная функция от аргументов ри р2,- • • >£>„. 

Тогда уравнение (3') может быть решено относительно и пре

образовано в уравнение (5). 
дур 

Если мы значение ^ , найденное из уравнения (3'), т. е. 

равное — Н, подставим в (3'), то мы получим тожественно нуль: 
/ х2, .. ., * „ , г, - н - , . . . , - § - ) ^ 0 . (70) 

Обозначим левую часть последнего равенства знаком (/), условив
шись обозначать этим знаком результат замены в любой функции / 
аргументов р1г р.2> • • •> рп при помощи подстановки 

Р1 — Рч — -ц> ••••>Ри — ~^~' \'Ч 

Дав таким образом тожеству (70) вид: 

(/) = 0, (70') 

напишем ряд других тожеств, получаемых из (70') дифференци
рованием по х{, х, д^ Дифференцируя по х„ получаем 

чему можно дать вид, вводя, где можно, аргументы р1г р-2, • • •, р„' 

Таким же образом, составляя производную по г от (/), получаем 
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Дифференцируя (/) по ди имеем 
к = п 

к= 1 

к =11 - 2 Ш ** 
* = 1 

Положим теперь, что дс„ 9,. функции от г, заданные уравнениями 

с!х, дН ая, = дН 
~ аг дд, ' аг дх, ' 

Понимая под ри р2, • ••,/>„ функции от г, заданные равенствами (71), 
и з тожеств (73) получаем тожества 

* = 1 

И Л И 
ах, аг 

(74) 

к = 1 

Переделав одно из равенств (71) в 

Я1 = (Р.)Н, (710 
тюлучаем 

Вследствие уравнений (6) имеем 

2* = П дН , , дН , / дН дН дН дН \ . п 

. 1 ^ 1 * = 1 

Значит 
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„ ОН дН 
Подставляя в последнее тожество вместо —-—, — 5 — их значения 

Ох-, Ог 
из (72), (72,), находим 

к = п J _ I к = 11 

к=1 к=I 

откуда, сокращая на Н и приводя в порядок, получаем 

d(p:) _ dz 

к =-i 

Итак, справедливы тожества 

dr, _ d(p,) 

( i = l , 2 , . . . , « ) (74'> 

, (76) 

к = 1 

к которым надо присоединить и использованное тожество (70). 
Отсюда ясно, что л-, и р1 как функции от г удовлетворяют урав
нениям 

dxi dp¡  dz 

ъР- - д ъ + р , ъ г 2 <̂ 'Рк \ ( 7 7 ) 

/ (ху, хъ . .., хп, г, ри . .., р„) = 0 { 

Уравнения (77) неотличны от выведенных в § 70. 
Так как по условию / неоднородная функция от р1} р>, • . . рп, 

к = и 

V д1 

к = 1 

не равна нулю вследствие уравнения (1), и система (77) допускает 
решение, в котором х{ и р, суть функции от г. 

Интегрирование уравнений системы (77) вводит, однако, 2п про
извольных постоянных, тогда как уравнения характеристических 
линий содержат только 2п — 1. Но последнее уравнение в (77) по
зволяет одну из постоянных выразить через остальные. 

Мы указывали уже, что равенство 
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где 1г произвольная постоянная, один из интегралов системы (77). 
Действительно, пользуясь уравнениями системы, находим 

/ = 1 
г = п 

к =71 

к = 1 

о'.г, др, др, \ дх, Г 1 

•I = 1 

к = 1 

Значит, если 
XI — ( г , а„ а2, . . . , а 2 „ ) 
Рг = 7] (^ а,, а 2 , . . . , а2и) 

(78) 

собрание общих решений системы (77), то после подстановки в (1} 
вместо х{, рх их значений (78) имеем 

1 (хх, хъ ...,хп, г, р-, . . . , р „ ) = Ф (аи а 3 , . . . , а 2 „ ) , 

где правая часть от г не зависит. Отсюда ясно, что для соблю
дения последнего уравнения (77) надо, чтобы было 

Ф (а,, а.,, а а „) = О, 

откуда можно найти одну из постоянных аи с 2 , . . . а 2 „ через 
остальные и представить в равенствах (78) хи р, в виде функций г 
и этих остальных 2п — 1 произвольных постоянных. 

Положив 

мы можем уравнениям характеристических линий дать вид 

с1р, 
Л Х1 + Рь х 

к-
V Р „ I 
М - Р к \ (79) 

к = 1 

/ ( г„ х.2, . . . л-„, ги р, Р „ ) = 0 

89. Случай, когда / однородная функция от производных. 
В исключенном в прошлом параграфе случае, о котором упомина
лось в примечании к § 87, для нахождения характеристических 
линий мы получаем ту же самую систему (79), что и в общем 
случае. 
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а этом случае из уравнения (о ) нельзя найти , так как 

она сокращается. Уравнение (3') имеет вид: 
/ (хи х.2, . . ., хп, г, д„ д.2, . . ., 7,,) = 0 (3") 

и вместо уравнения (5) надо взять уравнение 
9\ 4" Н (хи х2, х„, х, д.2, . . ., дп) = 0, (5') 

и заменяя систему (6) системой 

с/*, ^ * и ' ^ дх, ' Лх, ~ ~дг~' { Ь ) 

дШ 
тде 9 производная дх • 

Вместо тожества (70) имеем тожество 
/ (*1, д:2, л-„, х, — Я , д,, <7„)==0, 

которому можем дать вид 

( х и х 2 , . . . , х п > х , ^ , - ^ Ц ^ ) = 0 , (70') 

обозначая знаком (/) результат подстановки в / : 

» ~ т — - ' • — ^ - <80> 

Вместо тожеств (72), (73) и (72х) имеем 

' ( 1 = 2 , 3 . . . , л) (73') 
е, ~1' дх,) 1 (др,) д ~ и ' дх, \ дх, ) 1 \ др, } д дх. 

ддх д \ др, ) \ др, ) д дд, 

д(Г\ 

) 

ох 

Положив, что х„ д„ (г = 2, 3, . . . л), г, д функции от л^, задан
ные уравнениями (6'), и выражая при помощи (80) через также 
и р„ р.2, ...,р„, из второго тожества (73') находим при помощи (6') 
тожества: 

(/ = 2 , 3 , . . . , л) (81) 

дР1 Г Ш ' 
Дифференцируя (80), получаем 

^д, <1(р,) ^ Ад 
йх, с1х. 



§ 90. Восстановление решения по данному многообразию 219 

или, вследствие (6'), 

_ - < * Ы _ц ( р ) М_ 
дх1 ё.х, дг 

Последнее тожество на основании (73') и (72') дает 

(810 

Ч или 

Соединяя вместе (81) и (81')> заключаем, что справедливы тоже
ства 

<1х{ _ а\рй -щ-^ . ( / = 1 , 2 , (82) 

Присоединяя к (82) отношение 

Ж ) " к = 1 

"^-убеждаемся, что и в рассматриваемом случае справедливы урав
нения (79). 

ГЛАВА СЕДЬМАЯ. 

МЕТОДА КОШИ ИЛИ МЕТОДА ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКИХ ЛИНИЙ. 

90. Восстановление решения по данному многообразию на 
нем. В главе первой, установив определение семейства характе
ристических линий уравнения, мы показали, какую связь имеет 
теория решения задачи Коши с теорией этих линий. Также в главе 
пятой решение задачи Коши по полному интегралу привело нас 
к необходимости ввести в рассмотрение понятия характеристиче
ских линий уравнения и характеристических линий решения. Уста
навливая там эти понятия, мы естественно базировались на теории 
полного интеграла Лагранжа. 

^ Следует ожидать, что, приступая к изложению методы, приспо
собленной к непосредственному решению задачи Коши, мы также 
не обойдемся без рассмотрения характеристических линий, но не
избежно восстановим это понятие. 

Положим, дано уравнение 

/ (*„ х2, ..., х„, г, рх, р а , . . . , р„) = 0 0) 
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и известно некоторое его решение 

г = Ф 0 „ х„ хп), (2) 

которое образует многообразие измерения п в пространстве 71 -j— 1 
измерений. Введем в рассмотрение многообразие измерения п — 1, 
принадлежащее многообразию (2): 

г = Ф (хи хг, .. .,х„) ) 
Х,, = Ь (xi, xs> •••> Xn-l) í 

которое, исключая из первого уравнения хп при помощи сторого, 
можно задать и уравнениями 

2 = 9 0 Р х», х,^) j 
-v„ = a (хи х», • •, x

n-i)- i 
Здесь 

Ь (хи х.,, . . . , * „ _ ! ) = Ф Oí,  х2, . . ., хп_{, й). 

Поставим себе ближайшей задачей выяснение вопроса: можно ли 
восстановить решение (2), зная уравнение (1) и многообразие (4), 
принадлежащее этому решению; нахождение решения уравнения (1) 
по многообразию (4) образует, по сказанному в главах первой и 
пятой, задачу Коши. 

Когда известно решение (2) и дано второе уравнение (3), мы 
можем вычислить, не прибегая к уравнению (1), на многообра
зии (4) не только значение функциии z,—функцию 6 — но также и 
значения всех производных от z. 

Но когда дано только многообразие (4), вычисление значений 
производных от z на этом многообразии без посредства уравне
ния (1) невозможно. 

Например, равенство 

dz = P l dx, -~ dx2 - f . . . -!- Р п _ l Í / Jf n_ 1 - f P n dxn, 

дающее все производные первого порядка от г, когда z дана как 
функция от хг, х2, • • •, хм обращается в равенство 

Az) = (Pl)dXl+fP2)¿*a+... -f-(p,^) dxn_,-;-(pj <л>, 
в котором знаком (F) обозначен результат замены в функции 
F {xlt xn__v хп) аргумента хп через 0. 

Последнее же равенство дает только соотношения 

_—- = (р1)-\~(рп) -к—, -т- =(pn-i) + (pj f J r Р ) 
uxl и х \ и х п - \ ихп-1 

Эти соотношения позволяют выразить функции 
(Pi). W , • • (Pn-i) (O 

через функцию (р„); но функция '(р„) остается неизвестной. 
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Пользуясь уравнением (1) и заменяя в тожестве 

( / ) - 0 , (7) 

Е к о т о р о м у и РиРо, • •, рп_1 вычислены по (2), функции (6) их вы
ражениями 

( Р 1) = - ^ г — ^ •••> ( Р „ - 1 ) = ^ - ^ - ( Р „ ) ^ — , ( э ) 

мы получаем уравнение 

0=/ * °- 5 - ^ • • •• ̂ Ьг^-^Ь1 ) = 0 | м 
позволяющее, вообще говоря, найти (р„). 

Мы именно можем найти (р„), если производная от (7^, по 
( Р п ) не обращается в нуль вследствие уравнения (7^, т. е., если 
при наличии (7г): 

- £ й > 4 £ — £ й > --'&-,) ^ + &*о, (8) 

где знак (Р,) имеет значение, аналогичное знаку (/). 
При соблюдении условия (8) можно найти голоморфную функ

цию ( Р п ) , и, значит, вычислить остальные производные (6); но не 
трудно убедиться, что при соблюдении условия (8) можно найти 

•^значение на (4) всех производных от г. 
Для этого достаточно, положив 

.г,, — » (хи ло, . . ., дг п_,) = е, 

преобразовать уравнение (1) к новым независимым переменным 
хи • • • > Хп —1» 

Обозначая производные от г по новым переменным для удоб
ства, временно, через Ях, д.2, . . . ,<7»-1> 9,,' а самую неизвестную 
через г, мы получаем после преобразования уравнение: 

•1,х2,...,хп_1^-Г^г,9— 9 п - ^ •••> 9„-~9п~^—7» Чп]^^) 
п—1 

из которого, при соблюдении указанного выше условия, можно 
найти 9,„ преобразовав его в уравнение 

Чп^Р&К *2> • • • ! * „ _ ! > 2, 41, 9ъ • • Чп-д- ^ 

Значения при $ = 0 производных дг, д2, равно как и зна
чение всех других производных от г, не содержащих дифферен-
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цирования по X, равны производным от 9 по л^, х-,, хп_х, так 
как при X — О, очевидно, х обращается в 9. Уравнение (9) дает сразу 
(<7Я) и, значит, дает возможность найти при $ = 0 все производные 
от х, содержащие только одно дифференцирование по X. 

Продифференцировав уравнение (9) по X и заметив, что это 
дифференцирование не вводит в правую часть производных, зави
сящих от двукратного дифференцирования по X, мы получим зна
чение при X = 0 второй производной от х по X и, значит, значения 
при $ = 0 всех производных от г, содержащих два дифференциро
вания по £. 

Продолжая так далее, мы сможем найти значения при X = 0 
всех производных от х по х}, х2, • . ., хп_1, X', возвратившись же 
к старым переменным, значения всех производных от г по 
л-1, д:2, . . ., хп_1г хп при •*"„=&. и, значит, восстановить функцию (2). 

91. Характеристики и характеристические линии. Положим 
теперь, что условие (8) не соблюдено и что ' 

- й > £ - - - ( 5 . - , ) ^ - г й У - о (8,) 

вследствие уравнения (7,)- Заменив везде рп его значением, вы
численным по решению (2), мы обратим уравнение (70 в тоже
ство (7); вместе с этим й (80 обратится в тожество. 

Значит, мы только тогда по (4) не сможем восстановить ре
шение (2), если 

- « > - £ Н ^ £ - - — с - ^ + ^ - ь 
т. е., если & удовлетворяет уравнению 

дх„ дхп дх„ 
р > ^ + р * т £ + - - - + р - - ^ - р - = 0 - ( 1 0 ) 

По самому выводу уравнения (10], в его коэффициентах х за 
менено его значением (2), а производные ри р2, рл вычи
слены по этому значению х. 

Если & решение уравнения (10), то многообразие (3) мы будем 
называть характеристикой уравнения (1), расположенной на ре
шении (2). 

Рассмотрим сначала случай, когда число независимых перемен
ных равно двум, т. е. когда уравнение (1) имеет вид 

/ ( * Ц *2, 2, р2) = 0. (10 

В этом случае измерение мнообразия (3) равно единице, т. е. 
характеристика есть линия, расположенная на решении. Уравне
ние (10) имеет вид: 
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ИЛИ 

т 

Повторяя дословно выкладки § 62, но подразумевая в них под 
2> Ри Рз решение (2) и его производные вместо полного инте
грала и его производных, мы получим, как в том параграфе,, 
дифференцируя (1') по хх и дг2, применяя обозначения § 88: 

х,+г й+р, -^-+р, = х , + 2 л + 

1 где - у знаменатель пропорции (10J. 

Отсюда, воспользовавшись равенством 

dz — p^dxy-^p^dx^ 

заключим, что z, ри р 2 на характеристике связаны уравнениями г 

dx, dxn dpx dp2 ) 

= dz \ (11). 

/ (*» x , z, pv p.,) — 0. J 

Следовательно, характеристика в рассматриваемом случае есть 
одна из характеристических линий уравнения (1); так как она удовле
творяет уравнению (ЮЛ, то, по сказанному в § 62, она есть харак
теристическая линия решения (2). 

Переходим к общему случаю. 
Вспоминая сказанное в § 15, из того, что хп удовлетворяет 

уравнению (10), заключаем, что поверхность 

( '1 , *2- • . • . * „ _ ! ) (12) 
в пространстве п измерений есть геометрическое место семейства. 

^ А И Н И Й , зависящих от п — 2 параметров, полученных путем связы
вания одной зависимостью параметров характеристических линий 
уравнения (10). Последние зависят от п — 1 параметров и опреде
лены системой 

dxi dx2 dxn_x dxn 

—p-=—p~=---=—p ^—р~- U U 2> 
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Присоединение к уравнениям каждой такой линии уравнения 
г = ф (л-,, л:.,, . . . . х„) (2) 

определяет линию в пространстве л - | - 1 измерений. 
Мы имеем таким образом в пространстве измерений се

мейство линий, зависящих о т л — 2 параметров, и характеристика (3) 
есть геометрическое место этих линий. 

Когда мы к семейству характеристических линий уравнения (10) 
присоединяем уравнение (2), то мы получаем в пространстве п -|-1 
измерений семейство линий, зависящих от п—1 параметров и ле
жащих на поверхности (2). Поверхность (2) есть геометрическое 
место этих линий. 

Из сказанного в § 70 ясно, что нами получено самейство ха
рактеристических линий решения (2). Характеристику, располо
женную на решении (2), мы получим, следовательно, связывая 
параметры семейства характеристических линий решения одной 
зависимостью. Меняя выбор этой зависимости, получаем различные 
характеристики решения. 

Обратим еще внимание на то. что из первого примера § 76 
ясно, что не всякое семейство характеристических линий уравнения 
приводит к характеристике, как их геометрическому месту; для 
получения характеристик, как вытекает из сказанного, надо, чтобы 
линии семейства были характеристическими линиями решения. 

Повторяя теперь дословно рассуждения § 70, но подразумевая 
в них под г, ри р2, ..., рл решение (2) и его производные вместо 
полного интеграла и его производных, мы получим, как в том 
параграфе, дифференцируя (1) по хи х2, х„и применяя обо
значения § 88: 

х,.+г*+Л + Р , +...+Р. = х . н- г,, + 

+ - + 
где -у- знаменатель пропорции (10.,). Отсюда, воспользовавшись 

л 
равенством 

а\г = рх с1хх + р2 с1х2 + . . .+ />« а"хп, 
заключаем, что г, рх> р2, . .., рп на каждой из линий указанного 
семейства связаны уравнениями 

Ах, <1рл = \ 
л х;+~р,г---- *-» | 

2и рир,, \ (13) 

/ (хх, х2, . . ., х„, г, рх. . . ., р„) — 0, ) 

т. е. восстановим результаты § 70, по которым нахождение 
характеристических линий решения ставится в зависимость от на
хождения характеристических линий уравнения. 
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92. Характеристическая линия, проходящая через интеграль
ный элемент. В § 71 мы условились говорить, что характеристи
ческая линия проходит через интегральный элемент 

Л//(°) ,1Щ (0) (0) (0) (0) (0К / 1 4 ч 
М (хх , х., , . . ., хп , х , рх , . . ., рп), (14) 

/ (°) (0) (0) (ОК 

если она проходит через точку т { х х , х 2 , х п , х ) и принад
лежит к числу характеристических линий решения, содержащего 
элемент 

Проинтегрировав систему (13), мы находим не только уравнение 
линии, но и значения аргументов ри р2, • • •, рп вдоль этой линии; 
причем из самого вывода уравнений (13) ясно, что вдоль характе
ристической линии решения (2) значения этих аргументов равны 
значениям производных от функции Ф ( х Х ) х 2 , х п ) . Значит, 
если постоянные интегрирования определены так, чтобы значения 
Ри Р2> • • - у рп

 в некоторой точке на (2) были равны значениям 
производных от Ф ( х 1 г х 2 , . . ., х„) в этой точке, то вдоль всей 
характеристической линии решения (2), проходящей через эту 
точку, они будут равны производным от функции Ф. Следова
тельно, про характеристическую линию решения (2) можно ска
зать, что она проходит через всякий интегральный элемент ре
шения (2), соответствующий точке на ней. 

Отсюда вытекает новое правило для решения задачи § 71; 
чтобы найти характеристическую линию, проходящую через инте
гральный элемент (14), надо проинтегрировать систему (13) при 
начальном условии одновременного обращения неизвестных х ъ 

(0) (0) (0) (0) (0) 
Хо, . .., х п , х , рх, . . ., р„ в числа х , ' , х 2 , . . ., х п , х , р\\ . . . 
• ' Рп -

Если мы, чтобы не отдавать предпочтения ни одной из неиз
вестных, обозначим через Л знаменатель пропорции (13) и вы
берем, интегрируя систему, за независимое переменное /, то за
дача сведется к нахождению решений системы 

Л <1х1 йр{ <1г 

~рГ ~ - х Т Г р ^ - - - - - * - » 
2л р * л > аз ' ) 

к = 1 
f ( х и Х2, • • •, Хп, X, р и Р2 • - •, Рп) = 0 

при начальных условиях: если ¿ = 0, то 

„ • _ _(<>) г — г(0) _ _ _(0) • _ (о) = (о) и5) х1 — хх , • • - у х п — х п , г — г , рх — рх , . . . , рп — рп , 

Задача интегрирования системы при указанных условиях Коши 
имеет, вообще говоря, как мы указывали в Введении, одно и толь
ко одно решение. 

15 н. 1 юитер. 
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Если интегрирование системы приведет к функциям 

z = <? (г, х » \ х * \ Л Р[°\..., р«>) (г = 1,2,. . ., п) \ (16) 
, / . (О № (0) (о) (о)ч \ 

Pt=Ut> *\ '• • • ' Хп > Z ' Pi »• • ->Р» )' j 

то эти функции должны еще удовлетворять условию 
/(*!, X*,- -, Х„, Z, Ру, jPo,..., р , , ) = 0. 

Мы указали в § 70, что равенство 
f(x» х . 2 > х п , z, ри р 2 , . . . , рп) — h 

один из интегралов системы. Следовательно, после подстановки 
в его левую часть вместо аргументов функций (16), переменное t 
должно исчезнуть, и должна остаться функция одних начальных 
значений. Значит, при наличии равенств (16): 
f(x X X Z D D п)=6(х<-0> х(>>) Т ( 0 ) Z ( 0 ) / ° D(0)) 
J \ху, х2,. . ., хп, z, pv Ро>- • •, p,J — V \xJ , x2 . .., xn , z , px , • • ., pn j. 
Вид функции у нетрудно найти. После замены t нулем, правая 
часть равенства не изменится, так как она от t не зависит. В ле
вой аргументы л-j, хй)... ,хп, z, ру р 2 , . . . , р„ обратятся соответ-

(0) (0) (0) (0) (0) (0) 
ственно в х) , х2 , .. . , хп , z , р \ , . . ., р п , так что мы получим: 
г / в) (0) (0) jo) (0) (о)ч , / (о) jo) (0) (0) (О) 
? U , , Хг ,. . . , Хп , Z , рх ,. . ., рп ) = У (Ху , х2 ,. . ., хп , Z , Ру , . . . 

• • • > Рп >• 

Но вследствие того, что интегральный элемент: 

RXy , - 2 ,• • .,хп , z , ру ,. . ., рп ) — U 

и, значит, при наличии равенств (16): 
f(Xy, х2,...,хп, z, ру,..., р„) = 0. 

Иначе, если начальные значения определяют интегральный 
элемент, то нахождение решений системы (13') сводится к инте
грированию системы уравнений ее первой строки и нахождению 
ее решений Коши; добавочное же условие второй строчки оказы
вается соблюденным само собою. 

Мы условились в § 71 называть интегральный элемент (14) 
особенным, если через него нельзя провести определенной харак
теристической линии. В настоящий момент мы можем точнее ука
зать условия, при которых элемент (14) особенный. 

Если элемент особенный, то поставленная задача Коши инте
грирования системы (13') не может иметь определенного решения. 
Последнее же имеет место только тогда, когда один из коэффи
циентов 

к=п 

Pu Pi,---, рп, Х> + PiZ, Х2 + p,Z, . . . , Хп - f Р п Z, V ркРк (17) 
к=1 
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перестает быть голоморфным вблизи элемента или когда все 
коэффициенты (17) обращаются одновременно в нуль. 

Благодаря этому замечанию внимательное изучение уравнения 
(1) позволяет выделить все особенные интегральные элементы. 

Заключения этого параграфа приводят нас к доказательству 
утверждения, высказанного уже § 71: если два решения уравнения 
имеют общий, не особенный интегральный элемент, то они имеют 
общую характеристическую линию, причем касаются вдоль этой 

- линии. 
Действительно, характеристические линии двух решений, про

ходящие через общий их интегральный элемент определены этим 
элементом, так же как и все интегральные их элементы вдоль 
характеристических линий; эти же характеристические линии сов
падают вследствие единственности решения системы (13) при дан
ных начальных условиях. 

93. Особенные решения уравнения. Сказанное в прошлом па
раграфе позволяет выделить все особенные решения уравнения (1). 

Мы видели в § 7 1 , что всякий интегральный элемент особенного 
решения особенный. Следовательно, для нахождения особенных 
решений надо найти функции г, обладающие следующими свой
ствами: если в элементе М(хи..., хк, г, ри..., рп) г указанная 
функция, а р,, р.,,. . ., р„ ее производные по хъ х2,. .., хп, то вблизи 
каждого М один из коэффициентов (17) перестает быть голоморф
ным или это М обращает в нуль все функции (17). 

Каждая такая функция, если она удовлетворяет уравнению (1), 
может быть особенным решением. 

— Предположив, что искомое особенное решение г голоморфно, 
мы можем ограничиться при его отыскании изучением уравнений 

Р 1 = 0, Р 2 = 0 , . . . , Р ( , = 0. (17,) 
Действительно, так как г удовлетворяет уравнению (1), то про

дифференцировав его по л:,, находим 
к=п 

X, + 2р, + ^ ^ 0- 6 = 1 ,2 , . . . , п) 
к=1 * 

Отсюда ясно, что если коэффициенты (17Л голоморфны, то, 
при сделанном предположении о г, голоморфны и остальные коэф
фициенты (17); если все коэффициенты (17Л обращаются в нуль, 
то, при сделанном предположении о г, все остальные коэффи
циенты (17) обращаются в нуль. 

94. З а д а ч а К о п т . Дано многообразие измерения п — 1 

(18) 

15* 
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Найти решение уравнения (1), заключающее это многообразие. 
Чтобы поставленная задача была задачей Коши, надо, чтобы 

результат исключения параметров щ,..., ип_1 из уравнений (18) 
приводил бы только к одной зависимости, не содержащей 
При таком условии некоторые п — 1 из первых п уравнений (18) 
должны быть разрешимы относительно и , , . . . , ип_у Из этого вы
текает, что, не нарушая общности, можно, ставя задачу Коши, пред
полагать, что данное многообразие дано уравнениями: 

^ = Ц4\ л - ^ ) , ^ = в(.гУ>,..., е л (•') 

если знаком х^ обозначен подобающим образом выбранный ар
гумент. От вида (4') легко переходим к виду (18), положив 

(0) (0) (0) 
*1 = и к х2 = ы 2 , . . . , * „ _ , = г г „ _ 1 . 

Если задача имеет решение, то, предполагая, например, что это 
решение дано уравнением (2), мы можем в соответствие каждой 
точке многообразия (18) привести интегральный элемент, составив 
таким образом интеграл Л ^ " - 1 ) , основание которого (18). 

Через каждый элемент этого интеграла мы можем провести ха
рактеристическую линию решения; решение (2) будет геометриче
ским местом указанных характеристических линий. 

Этот обзор наводит на следующее правило для составления 
решения. Сначала составляем по основанию (18) интеграл МкП~1;, 
что, вообще говоря, выполнимо. Для этого определяем функции 
р ( , 0 ) ,. . . , так, чтобы были соблюдены условия: 

/(*<°\. . . ,л-, , , л р г \ . . . , р ' ; ) = о ] 
(19) 

Элементы .найденного таким образом интеграла 

А Г ^ ( ^ . . . , * « , * т о , Р ? » , . . . , р ? ) (20) 

заиисят от п — 1 параметров. 
Затем через каждый элемент интеграла М^п У} проводим харак
теристическую линию решения, что, вообще говоря, вьшолнимо. 

Имея в своем распоряжении собрание (16) решений Коши си
стемы (13'), мы достигаем этого простой заменой в уравнениях 

М (0) С) С) (°) 
(16) аргументов х\ ,..., хп , г , р 1 , . . ., рп их значениями, дан
ными интегралом (20). 

Выполнив эту замену, мы преобразуем (16) в уравнения 

Ъ = УЛ> «ц и 2,- • •> " „ _ ! ) 
« = 'I (*, Щ, "2> • • • > «п-1 ) (г = 1,2,. . . , л); , (16,) 
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первые п-\-1 уравнений собрания (160 дадут искомое семейство 
характеристических линий решения. 

Для составления решения останется исключить из уравнений 
найденного семейства характеристических линий параметры щ, 
щ,..., ип_х и искусственно введенное переменное I. Для выполнения 
этого исключения надо из первых п уравнения (16,) найти I и па
раметры и 1 , . . ., ип_1 и подставить их в следующее уравнение (160: 

г = У. (', Щ, и2>- • • - V ) )• 
При применении этого процесса могут возникнуть следующие пре
пятствия доведению его до конца: 

a) может случиться, что по данному основанию мы не сможем 
составить интеграл М* г е~Г ), получая иногда интеграл , иногда 
же не получая голоморфных значений для искомых функций. Если 
обстоятельство (а) не обнаруживается, то 

b) может случиться, что каждый интегральный элемент инте
грала особенный. 
Наконец, если препятствия (а), (Ь) не обнаруживаются, то 

c) может случиться, что из первых п. уравнений (160 нельзя 
найти I, их, щ,.. ., ип_х. 

Мы посвятим разбору случаев (а), (Ь) и (с) особый параграф; 
теперь же докажем, что если указанные случаи не обнаруживаются, 
то описанный процесс действительно приводит к нахождению тре
буемого решения. В этом мы можем убедиться при помощи сле
дующих соображений. Найдя из первых п уравнений (160 и щ, 
~и2,. . ., ц Л _ 1 и подставив их в остальные уравнения, мы представим 
г> Р)> Ръ •••> Рп в виде функций от хи Хо,---, х.л. Эти функции, 
как выяснено, удовлетворяют уравнению 

/ (л -1 , . . . , г, р„) = 0. 

Чтобы убедиться, что г действительно решение уравнения (1), 
остается проверить, что найденные для ри р.ь . . ., р., функции равны 
производным по хи х,,..., хп от найденной функции г, т. е. что 
найденные функции связаны зависимостью 

<1г = р^х, -\- р.4х.2 + . . . - { - ргДхп. (21) 

95. Установление действительности процесса § 94. Мы уста
новим справедливость равенства (21), поставив себя в более общие 
условия. Обобщая данные ранее определения, условимся говорить, 
что собрание функций от некоторых параметров: 

/ (0) 0 (0) (0) (0К , г , п \ 

(*! ,. • .,хп, г- , р, , . . . , р ; 0 (22) 

образует интеграл М уравнения (1), если соблюдены условия: 

т СО) (0) , (0) , | (о) , (о) йгу = р\ йх\'-}-...+ р\ йх\* 

и докажем следующее утверждение: 



'.'"О Гл. VII. Метода Коши 

Если собрание чисел (22) образует интеграл М и если собра
ние чисел 

(л-j, • • • , х„, z, ри • ••, р„) (22,) 
, ч * \ » (°) (°) (°) (0) (") 

получено из (16) заменой аргументов х\ ,...,х', z , р, , . . . , р п  

zix значениями (22), то собрание (220 тоже образует интеграл, 
т. е. 

/ (л-„. . ., л-„, z, р , , . . ., /?„)== О 
<?'z = р^д: , + . . . + p„dx„. 

При этом мы предполагаем, что можно в формулах (16) заме-
(°> (0) (0) (о) (о) „ / а о ч пять аргументы х\ хп , z , р\ , . . . , р , , их значениями \22); 

это условие аналогично предположению, что случаи (Ь) не имеет 
места. 

Первое из доказываемых равенств соблюдено по доказанному 
ранее; нам надо только доказать второе, которое аналогично ра
венству (21). Условимся, как в § 82, обозначать знаком d диф
ференциалы от переменных х,, z, p¡  рассматриваемых как функции 
одного i: в этом смысле взяты дифференциалы в уравнениях (13'); 
знаком о мы будем обозначать дифференциалы рассматриваемых 
переменных, как функций от параметров и,, и 2 , и п _ х , и знаком 
А дифференциалы их как функций от t и параметров. При таком 
выборе обозначений мы имеем 

При выбранных обозначениях задание, что собрание 
(J°) JO) JO) (0) (0К / 9 9 ч 

образует некоторый интеграл, записывается равенством: 
г (0) (0) ? (0) , , (Oí  г (о) огу' = р\' ьх\ • + . • • Н- р\ ох„'-

Мы установим справедливость равенства 
Az = р, Д* х + р , Дхо - f . . . - f р„Ьхпг (21,) 

которое при обозначениях прошлого параграфа не отлично от (21), 
а при обозначениях этого параграфа от доказываемого. 

Если в результате исключения t и параметров из уравнений 
(16) получается z как функция от несвязанных зависимостями аргу
ментов хи х2, • • •, хп, из равенства (23,) можно заключить, что 

dz dz 
Р1=-лГ>- • • » Рп дх^--'^ дхп' 

Подобное обстоятельство обнаруживается, когда не имеют места 
случаи (а), (Ь) и (с). 

Равенству (210 можно дать вид: 
: Р1 <**1 + Р-2<1*2 + • • • + Ри <£*„ 4- рх О X, + р 2 8 Х2 

- ¡ - . . . - 1 - ^ 8 * , ,  (21) 

I 
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Преобразуя первые 7г отношений (13') и приравнивая их к послед
нему, из (13') имеем 

— Р\Ахх —Рп<1х,1 ¿2  

Ъ Р!:рк 

к—1 
_ Ах — РхА-Ху — ... — р„с/,г„ _ Лг — р^х, —рпс!хп 

2 Р1:Рк-Р^-----РпРп к-Л 
Из последнего равенства заключаем, что 

аг р^х, + р2с1х.2 4- р„оГлгп (23) 
и что для справедливости (21') остается удовлетворить равенству 

3 г = ру О хг + р а 8 * а 4~ . . . - ( - / ' „ 8 (24) 
Положим 

и=ьг — р1 8 дгг — р,2 Здг2 — . . . — р н о * и . (25) 

Дифференцируя последнее равенство по ( и пользуясь тем, что 
знаки <? и 8 можно переставлять, имеем 

(Щ —Ь(1г — ру 8 с/лг] — р., о (1x2 — • • • — Рп ^ <^хп — йрх о хх — 
— <1р., о х<2 — . . . — с?р„ о (26) 

Продифференцируем теперь по параметрам тожество (23): 
о с/г = р! 8 Лху + р2 8 с?л-о + . . . -)- р„ 8 </л-„ - |- о р 1 с1хх -\- о р2<£*:2 - |-

+ 8 р А - (26') 

Складывая равенства (26) и (26'), получаем 

¿¿/=2 З ^ ^ - ^ а Г л ^ . (27) 
г=1 ¿ = 1 

Из уравнений (13') мы однако имеем: 
а\х, = Л Л , </р, = — 4- р Д ) Л . 

Подставляя эти значения в (27), заключаем, что 

ли--
г=1 

Л . (27') 

Но функции л^, . . ., х„ ,г ,рх , . . ., р„ удовлетворяют второму усло
вию (13'): 

/(хх>. . ., хп, г, р! . . . ., р„) = 0. 

Дифференцируя это тожество по параметрам, заключаем 

2*8*<+2^8л+^8гаг°- ( 2 8 > 
1=1 т'-1 
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Вычитая левую часть тожества (28) из правой (27')> получаем 
окончательно 

л== — гили 

Из последнего равенства заключаем, что 

и=иое 

(29) 

(30) 

где £/0 значение II при ¿ = 0. 
Но так как при * — 0: 

х~х. 
(0) 

P< = P¡ 
мы имеем на основании сделанных предположений о собрании (22): 

г 7 5 (0) (0Ь (0) (ОЬ „(0)? 1 . ( ° ) _ л 
Рп 0 лп — а '0 ~ Г1 " -Ч ^1 " л 2 •"• /',1 " л « (31) 

Равенство (33), следовательно, дает 
и=о2 — р,°х,— Р2^х2— . . . —рп°хп 

а отсюда вытекает и что (21^ справедливо, что и требовалось 
доказать. 

96. Обозрение исключенных случаев. Предположение (а) было 
подробно рассмотрено в § 72. 

Там мы выяснили, отметив, что второе из условий (19) равно
сильно уравнениям 

дФ 
ди. 

(°) дФ, 
1 ди. Си, 

дФ 
~ди~ 

ГО) 
что все р, , . 

п—1 
(0) 

. Рп 

( с : ^ ф 1 

п—1 

дФ 
• ~г РП Д И 

(32) 

можно найти, если определитель 

дФ, дФ, 

ди,*'"' ди, 

дФ, дФ„ 
ди п—1 'дит 

(33) 

не обращается в нуль вследствие первого уравнения (19); здесь 

знаком (Р,) нами обозначен результат замены в -4— аргументов др. 
х,, ., ха, г, элементами данного основания. 
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Оставляя в стороне случай, когда из уравнений (19) нельзя 
найти голбморфных значений для р[°^,. . ., р^ , названный исклю
чительным, мы назвали характеристическим случай, когда одно 

(0) (0) 

из р\ ,...,рп оставалось произвольным или когда наиденные го
ломорфные значения р[°\ . . ., р^ обращали в нуль определитель (33). 

Мы предположим, что из первых уравнений (18) нельзя исклю
чить параметры их, и„,. . ., ип_х; это требует, чтобы определитель 

дФх 

дщ 

дФ, 

дФ п—\ 

1п—1 

дФ. п—\ 

11— 1 

был отличен от нуля. Пользуясь этим, из уравнений (32) можно 
найти р , 0 ) , . . ., р~п-\ и исключив их из первого уравнения (19): 

/(Х?\Х»...^,ЛР?\...,Р

(?) = О 

ооставить уравнение для р^ ' . Если нельзя найти из получениого 
уравнения ни голоморфного, ни не голоморфного значения для 
рп , р ' должно из этого уравнения исчезать, а в этом случае 
определитель (33) должен обращаться в нуль тожественно. 

Если многообразие (18) дано в виде (4') и, значит, уравнения 
-(32) имеют вид 

(0) 

дх[ .(0) + р ( 0 ) 
6Ъ дЬ 

"дх\0)'"" дх1 — Рп-\ I Рп 
дЬ 

та—1 

определитель (33), как мы указали в § 72, обращается в 

(Л.) — (Л) 
с9& 

,(0) 

дЬ 
дх{Щ 

(32') 

(87 

Следовательно, в случае (а) он тожественно равен нулю; назван
ный характеристическим случай, когда можно найти р х

0 ) , . .., р'^ 
и когда найденные их значения обращают в нуль (33), под 
случай (а) не подходит. 

Полученный результат оправдывает данное случаю (а) назва
ние характеристического. 

В рассматриваемом случае голоморфное решение у уравнения 
(1) может существовать только тогда, когда функция й удовлетво
ряет добавочным условиям. Действительно, если по исключении 
при помощи (32') из первого уравнения (19) р[°\.. ., р^_х исклю
чается и р(®, то остается уравнение, связывающее функцию в. 

Если 0 полученному уравнению не удовлетворяет, то не суще
ствует решения, в котором на (4) р ^ ограничено, если вообще 
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существует решение. Последний случай следует отнести к назван
ному нами исключительным. В нем мы не можем составить какого 
либо интеграла считая рп ограниченным. 

Исключив его, нам остается от случая (а), только случай поя
вления интеграла М^п\ 

Составив этот интеграл, можно элементы его подставлять в фор
мулы (16) и, если не обнаружится случай (Ь), образовать интеграл 
(220- Так как выше п измерение интеграла быть не может, мы 
получим интеграл уже при г = 0, именно, его элементы за
висят от п параметров. Если предположить, что основание этого 
интеграла М^1) имеет измерение равное п, то, так как измерение 
г не может быть выше измерения собрания функций л:,,..., х„, 
это последнее собрание само измерения п и должно допускать 
решение относительно параметров. Исключение этих параметров 
из выражения г должно привести к нахождению г как функ
ции от х1г л.;,. . ., х„. Предположение, что эта функция голоморфна 
ка многообразии (4), невозможно, так как на многообразии (4'), 
т. е. при ¿==0, не все ее производные р1г р.3,..., ри имеют опре
деленное значение. 

Следовательно, если откидывать исключительные случаи, то 
основание интеграла должно быть измерения п — 1. 

Случаи (Ь) появляется, когда каждый элемент интеграла М^" ^ 
особенный. С этим обстоятельством мы имеем дело, если много
образие (16) принадлежит особенному решению. Такое решение 
задачи мы можем найти, применяя сказанное в § 93. Предположе
ние, что уравнения (16) перестают быть голоморфными вблизи 
элементов равносильно предположению, что вблизи этих 
элементов имеет место одно из обстоятельств, указанных в § 93 
и сопровождающих появление особенного интегрального элемента. 
Значит случай (Ь) будет покрыт, когда будут исследованы все 
особенные решения. 

Переходим к случаю (с), в котором из первых п уравнений (160 
нельзя найти I, и,, и2,..., ип_х; если их нельзя найти, то их можно 
исключить и найти зависимость между хи х2,. . ., хп. 

Этот случай распадается на два подслучая: на подслучай (А), 
в котором измерение собрания функций 

(*!, х ъ . . ., хп, г, ри. . ., р„) (34) 
равно п, и на подслучай (В), в котором измерение этого собрания 
ниже п. 

Во всяком случае собрание чисел (34) удовлетворяет условиям 
/(л-р х 2 , . . ., хп, г, рг,. . ., рп) = 0 1 

¿ 2 = Р^Х1 +•••-+- рпа!хп \ 
т. е. образует некоторый интеграл М, 

В подслучае (А) собрание образует интеграл М^п\ не давая ре
шения уравнения (1). 
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В подслучае (В) мы имеем дело с некоторым интегралом 
Действительно, измерение собрания (34) не может быть 

ниже п — 1, будучи равно п — 1 при I = 0. 
Если мы имеем дело со случаем (с), то в обоих подслучаях якобиан 

дх, дх, 
''да п-1 

(36) 

должен обращаться тожественно в нуль." иначе вблизи некоторой 
точки (г*01, 1.'(,0),. . . , Нд^_ 1 ) можно было бы определить из первых п 
уравнений (16,) ц,, и2,...,ип_1. Следовательно, (36) равно нулю 

и при г = 0. 1ак как производные — —соответственно 

равны Рх,- . - ,Рп, то при ¿ = 0 якобиан (36) обращается в значение 
(33) на интеграле Л4 , ( п~ 1 ); также, если мы имеем дело с заданием 

(40 „(°) с ( 0 ) ) _(0) Ь(х{0) х{"' ) (°) 

то (8') обращается в нуль на интеграле М 
Итак, в случае (с) мы имеем дело с характеристическим случаем. 
97. Характеристический случай. Мы покажем, что в характе

ристическом случае задача Коши имеет бесчисленное множество 
решений. 

В случае (с) основание полученного интеграла М^п ^ или 

(37) 

интеграла дается первыми уравнениями (16х): 

г = Х( ' .«1» • • •> и

п - д \ 

измерение его п — 1; в подслучае (А) и в подслучае, оставшемся 
от случая (а), оно может кажущимся образом зависеть еще от 
одного параметра, оставаясь тем не менее измерения п — 1. 

Это основание во всех случаях есть геометрическое место ха
рактеристических линий. 

При ¿ = 0 уравнения (37) во всех случаях обращаются в 
Хг = Фг ("к • • • > ип --д' (г = 1,2,. • . , п) ] 
г=Ф(их, . .., ип_х) 

ервых /г— 1 ура 
и преобразовг 

(180 

По условию, из первых / г — 1 уравнений (180 можно найти па
раметры их, и2,.. -,ип_1 и преобразовать уравнения(180 в уравнения 

(4*) 
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Значит, из первых п — 1 уравнений (37) также можно найти эти 
параметры и заменить их через параметры хх, л-,,.. . хп_х; если это 
нахождение выполнимо при частном значении /, то оно должно быть 
выполнимым и при произвольном значении г1. 

Итак, многообразию (37) можно дать вид: 
*п = • • • > хп-Л 2 = \ • • •. * п _ у); (38) 

при исключении из хп и г параметров их,...,и.п_х, остальные 
параметры также должны исчезнуть, иначе измерение (38) было бы 
более гг — 1. 

Но всякая точка многообразия (4*) должна принадлежать много
образию (38), так как через каждый элемент, связанный с (18'), 
нами проводилась характеристическая линия и (38) есть геометри
ческое место этих линий. Отсюда вытекает, что многообразия (4:;:) 
и (38) совпадают. Так как (38) есть геометрическое место характери-
ческих линий, (4*) также геометрическое место характеристических 
линий. 

Примем во внимание первые 71 — .1 зависимости (37): 

; : : : : * (з7'> 
•хп— 1 " и1>• • • >ип— 1)' ; 

Из них можно найти I и некоторые п — 2 из остальных парамет
ров. Действительно, на составленном интеграле один из коэф
фициентов Р х , Р п _ х не нуль. Если бы все они были нули, то 
коэффициент Р„ был бы отличен от нуля, так как мы не нахо
димся в случае (Ь). Если хх, х 2 > х п _ _ х не зависят от то Рх, 
Р2, • • • , Рп_х равны нулю, но Рп отлично от нуля и л ( 1 зависит 
от I; тогда при исключении из уравнения (37), дающего Хп, пара
метров их, и2,. . ., ип_ [ переменное Ь не может исчезнуть, а это 
противоречит сделанным предположениям. 

Если Рх не обращается в нуль на составленном интеграле, то 
из первого уравнения (37') можно найти I. Подставив найденное 
значение t в остальные уравнения (37'), мы получим п — 2 уравне
ния, из которых можно найти п — 2 параметров; если бы их нельзя 
было найти, то можно было бы обнаружить зависимость между хх, 
Х2>' • •>

 Хп-1' 
Положим, следовательно, что исключение параметров из хп вы-, 

полнено нахождением I и некоторых других параметров, причем 
один из параметров и , щ-, - • • ,ип_х, скажем параметр ип_х, нахо
дить не пришлось. 

Вследствие этого уравнения (38), (4*) тоже, можно составить 
следующим образом: заменить ип_х постоянным числом , вы
бранными произвольно, но так, чтобы указанная возможность ре
шения системы (37') относительно параметров не нарушалась. 
Найти эти аргументы из системы (37') и исключить их из послед
них двух уравнений (37). «, 
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Следовательно, (4*) есть геометрическое место характеристи
ческих линий 

х { . = 'Ц С, • • •. и и _ 2 , и ^ ) , (г = 1,2,..., п ) | 
г = х (*, и Р • • •, ип _.2, и ^ О - ) 

(39) 

(39') 

При — 0 из (39) получаем 

* т о

 ц „_ 2 > е , ) . } 
Сказанное приводит к заключению: многообразие (4*) есть геомет
рическое место характеристических линий, проходящих через эле
менты интеграла 

( х ( ° ) „О) х<о) (0) (0) („к (40) 
получаемого из интеграла, соответствующего основанию (4*), за¬
меною « „ _ ! через и и _ х . 

Составим многообразие измерения л — 1: 
,(1^, и 2 . . . . , и„_,„ ц и _ 0 / = 1, 2 , . . . ,п ) 

й(ил, и,,. • ., ип_2, ип_х) \ 
(41) 

выбирая функции 0 ^ 2 „ , 2 произвольно, но так, чтобы они 
удовлетворяли трем условиям. 

1) Положим, что соблюдены равенства 

9 г ( и 1 , . . . , и „ _ 2 , = Ф 4 (и и • • •, и „ _ 2 , и ^ О . 

2) Положим, что интеграл < » - 1 ) 

построенный по основанию (41), не характеристический. 
3) Положим, что при ип_х = ц̂ 1_1 элементы этого интеграла 

обращаются соответственно в элементы интеграла (40). 
Подобный выбор функций (41) возможен. Чтобы удовлетворить 

первому условию достаточно положить 

2 ¿ ( « 1 , • • •, Ц« _ 2 . = Ф г («!»•••» О я _ 2 , и.^_,) -|- ( и „ — 1 ^ ) Д , 

где Д . функции аргументов и,, и2,. . ., и, п—2> "я,— 1* 
Чтобы было соблюдено второе условие, надо только, чтобы 

уравнение 
(Л)>---> (Рп) 

дО., 
( V * " * ' дих 

_£9, 
ди п—1 

= 0, 



238 Гл. VII. Метода Кошп 

не было бы следствием уравнений 
и (1) (Ч (1) (>)\ п ) 

д$ _ п ) д Я 1 , , тдЬп \ (42) 
-диТ-ъ ТиГг • • • ~ Г Р » ^ ' 1 - 1 ' 2 - - - > 7 2 - 1 ) 

что возможно, так как выбор А1У А2,---, А„ ничем не ограничен. 
Наконец, можно удовлетворить и последнему условию. При 

ц , _ 1 = первые п — 2 уравнений (42) во второй строке обра
щаются в уравнения, связывающие элементы (40); последнее же 
уравнение обращается в 

и связывает только значения функций Л , , равных значениям функ
ций А, при и п _ 1 = и ^ | _ 1 ; их можно подобрать так, чтобы урав
нение удовлетворялось. Первое уравнение (42) в силу первого 
условия не отлично от уравнения, связывающего элементы (40). 

Пользуясь многообразием (41), мы можем решить задачу Коши 
и получить интегральную поверхность. 

Интегральные элементы, определенные числами (40), будут при
надлежать этой интегральной поверхности. Следовательно, харак
теристические линии (39'). как проходящие через эти интеграль
ные элементы, будут также принадлежать этой интегральной по
верхности и, значит, найденная интегральная поверхность будет 
заключать их геометрическое место, т. е. многообразие (4*)-

Из доказанного, между прочим, вытекает, что имеется бесчис
ленное множество решений, имеющих с данным общей его ха
рактеристику. 

98. Задачи , отличные от задачи Коши. Сели ищется общее 
решение уравнения, то процессом, описанным в § 94, не ограни
чиваются Бее возможные случаи. 

Можно не считать, что х[°\.. -,х^\ 2 ( с ) функциями от п — 1 па
раметров, но счесть их функциями меньшего числа подобно тому, 
как мы делали в § 77. Действительно, положим 

ХТ = <?» (ц1> и2> • • • > ик-д> (г = 1,2,.. . , п, &<п) 

2

( ч ) =<р (и,, ц 2 > . . . , и й _ 1 ) . 

Второе условие (19) даст систему из к — 1 уравнений: 

<*? _ (о) <??1 , , (о) <??,, 

•= Рх -АГ. Г • • • + />„ дик_, ^ дак_, 1 1 дик_, ' 

Присоединив к этим уравнениям первое уравнение (19), мы выра-
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зим к из аргументов рх , р., ,...,рп через остальные 71 — к, ко
торые останутся произвольными. Формулы (160 будут попрежнему 
зависеть от п параметров: I, к—1 параметров, обозначенных бук-

7 (0) (0) 
вами и 2 , . . ., ик_, и п — к из аргументов р\ ,. . ., р"п . 

Если исключение этих параметров даст х как функцию от х и . .. ,хп,. 
то найденное х будет решением уравнения (1) на основании 
сказанного в § 95. 

С этим случаем мы будем, например, иметь дело, если мы бу-
(0) С) (о) (о) г, дем считать , х г ,. . ., х п , х постоянными. Бторое уравнение 

(19) соблюдено тогда при всяких р(

х\- • •, р^ ; первое уравнение 
(19) определяет один из них чеоез остальные п—1, которые 
и остаются произвольными. Мы получим конус характеристиче-

« / (0) (о) (01 \ 
ских линии, проходящий через данную точку \х\ , . . . , х ^ , х ), 
о котором мы уже говорили в § 77¬

99. Примеры. 1) Найти то решение уравнения 
Р 1 р 9 - 4 г = 0, (43) 

в котором 
при хх — 0: х — х.2. (44) 

Уравнения, определяющие характеристические линии: 

Ра Р\ — 4 Р1 — 4р 2 2рхр2

 С ' 
причем последнее отношение может быть заменено отношением 

-¿2 
5—. Интегрируя систему (45), легко находим 
ох 

(0) 4* (0) 4{ 8* 1 (0) 44 , (0) 1 (О) 

Ру = Р\е , рг= р\ е , г = гае , -4=^"Рг е Т —~^р2, 

х2~ е I -Ч — "4~Р1 • (^6) 

Положив 

имеем 

т. е. 

, ™ = 0 , 4 0 ) = u , z=u, (47) 

l = pf, p f - 4 z 0 = 0, 

„ я ° > = 1 , p (

1 ° ) = 4 u . (477 

Подставляя найденные значения в последние три уразнения (46),,. 
получаем 

1 U 1 U | 4i Si 

A - j = - | - e л - а = ue -[-и — и = ие , х — ие ; 
исключение u n i дает решение 

2 = ^ ( 4 ^ + 1). 
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2) Найти то решение уравнения (43), в котором при 
Л. 
4 
1 

•*1 = * . лг'- 2 = 4л-.Л (48) 

П оложив 

имеем 
= Н - Р 2 • 

Присоединив к этому уравнению уравнение 

находим 

^ = 16 «л 

= 4 и , р\ = 4 и . 

Подстановка в последние три уравнения (46) найденных зна
чений дает 

, ! а « | 1 и 1 г — 4и е , х1=ие -\~и ~ и = ие —, 

4* | 4* 

х.2 = ие - | -ц — и — ие . 

При исключении и пропадает и и мы получаем 
4 ' г = 4л-2

2, = дг2 • 

т. е. восстанавливаем данное основание. 
В рассматриваемом случае, как видно из последних выкладок, 

-основание (48) есть геометрическое место характеристических 
линий, расположенных на некотором решении. 

3) Найти для уравнения (43) конус характеристических линий, 
/ (0) (0) \ 

проходящих через точку (л-̂  , хг , г0). 
Положив (0) 4г 0 _ 4г п 

Р 1 ~ РТ ~ И 

из (46) получаем 
8* 1 4Г | (0) 1 г0 « I (0) 2 0 

г = 2 0 е , х ^ - ^ и е -\-Х1 ^и, хъ = —-г +х\- — 

что дает 

2 = 2 о 114-2""/ ^ х1)(** 

20 

4) Найти то решение уравнения 

Х1Р1—х2р2 = 0, (49) 
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Положив 

^ имеем 
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х.2 ~= —: г = 0. 
х1 

^ = А , г-_0) (50) 

0 = р х — —5- р 2 . (51) 

Первое условие (19) дает 

И ? ! —Р2 — ° - ( 5 1 ) 

Уравнение (51) и (51') не различны. Им можно удовлетворить, 
положив 

(0) (0) /2 , с о ч 

Р2 Р\ —-ИТ'°- (52) 

Характеристические линии уравнения (49) определяются системой 

<1хл = <1х2 о'рх _ _ с/рг _ _ ^ 
х1 — х ч Р\ —Р-2. 0 ' 

.интегрируя которую, получаем 
(о) г (о) —t (о) —« (о) * 

= х\ е , х.2 — х 2 ' е , 2 = 2 0 , р{ = р\ е , р2 = р2 е . 

Подставляя значения (50) и (52), получаем 

Ху — и е , Хо = ~ е , 2 = 0, р , = - ^ у е , р2 = ие , 

положив в последних уравнениях 

находим 

= 5, х 2 = - у , 2 = 0, Р1 = - р ~ , р 2 = "П-

Мы получаем только интеграл 
Самое общее решение уравнения'(49), удовлетворяющее поста

вленным условиям 
2 = (А- Х Х2 —" Л) <В (*! А 2 ) . 

Данное основание — характеристическая линия. 

16 Н. Гюптер. 



ГЛАВА ВОСЬМАЯ. 

ИНТЕГРИРОВАНИЕ СИСТЕМ УРАВНЕНИЙ ПЕРВОГО ПОРЯДКА. 

100. Замечания алгебраического характера о системах. Поло
жим, дана система 

Г, (л-х, л-2, . . . , л-,,, г, рх, р2, .. ., р„)=0 

(1) 

Р„ЛХ1> *2» • • - . хп, 2, ри р.2) /}„)== 0 
из т уравнений. 

Ранее чем приступать к интегрированию системы (1), надо под
вергнуть ее алгебраическому изучению, аналогичному тому, кото
рому была подвергнута в § 40 система из т линейных уравнений. 

При исследовании системы может обнаружиться один из сле
дующих случаев: 

I) может случиться, что система допускает решение относи
тельно тп из аргументов ри р-2, р,„ т. е. что уравнения (1) 
алгебраически независимы относительно этих аргументов или 

II) что аргументы р 1 ( р2, р„ можно исключить из уравне
ний (1). В этом последнем случае может обнаружиться одно из 
следующих обстоятельств. 

1) исключение аргументов р1г рп приводит к тожествам; 
в этом случае часть уравнений (1) алгебраическое следствие осталь
ных и могут быть отброшены; система (1) может быть заменена 
другой, с меньшим числом уравнений. 

2) исключение аргументов ри Рг, р„ дает одну или не
сколько зависимостей, связывающих аргументы хи х2, хп, г. 

со (л-,, х.2, х„, г) = 0. (2) 

В этом последнем случае опять могут обнаружиться две возмож
ности: 

a) среди зависимостей (2) есть одна, не заключающая г\ 
со (л-!, л-3, х„) = 0; (2') 

в этом случае система уравнений (1) не имеет решения: независи
мые переменные, именно, не могут быть связываемы зависимостями. 

b) все зависимости (2) содержат г. Тогда из одной из них 
можно это х найти без каких-либо интегрирований. Может слу
читься, что найденное г удовлетворяет всем уравнениям системы (1), 
тогда оказывается найденным ее решение без каких-либо интегри
рований. Но может случиться, что это г одному из уравнений 
системы (1) не удовлетворяет; тогда система не имеет решений. 

В дальнейшем мы будем предполагать, что система подходит 
под случай (I). Если бы она под этот случай не подходила, ее 
можно было бы заменить другой, с меньшим числом уравнений, 
подходящей под случай (I), или убедиться, что она не имеет 
решений, или найти ее решение без интегрирования. 
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101. Теорема о замкнутых системах. Если некоторая функ
ция г удовлетворяет уравнениям 

/ (*1> * 2 - • •. *«> 2> Ри Ръ • • •, Р„) = 0 
Р(х„ х2..., х,„ г, р„ р2, р»)=0, 

то она удовлетворяет и уравнению 

где 

(3) 

(4) 

к = п 

к л - 2 дрп \ дхк 

•Рк М- д/ I дГ \ - l L l 
I дРп \ дхк 

Ри 

к = и 
¿1 д£_ аТ\ 
йхк дрк вхк)' (5) 

Подставляя вместо г его значение в (3), мы обратим равен
ства (3) в тожества. Обозначая через (/) и (Г) результат замены х 
его значением в / и Р, имеем, следовательно, 

( / ) - 0 , ( ^ = 0. (3') 
Дифференцируя последние тожества по х„ получаем новые 

тожества 
к =п 

ш 
дх, дх, 

дх, 
дР 
дх. 

к = п 

к = 1 
дРк ) дх. 

(6) 

Умножая первое из тожеств (6) на |~~^~|> второе на ^ ^ | , 

вычитая из первого произведения второе, давая в разности г зна
чения 1, 2, . . . , п и складывая эти разности, получаем 

» = 1 к = 1 
»=пк = п 

\ <ЗР1 ! \ дРк I дх, 
•г = 1 к = 1 

;0. (7) 

16* 

file:///-lLl
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Но, переставляя значки г и к, имеем: 

АЛ \ др{ } \ дРк ) дх{ Ал АЛ \ дрк ) \ др1 I дхк 

г = 1 к = I Ы ¡ = 1 

Вследствие этого тожество (7) имеет вид 

*?Ч?/ & \ ( д/ \1 дРк др, 
4=1 к=1 

и так как 

дает 

др,: =

 дРг 
дxi дхк 

( [ ^ Л ) - 0 , (4) 

т. е. говорит, что г, удовлетворяющее уравнениям (3), удовле
творяет также и уравнению (4), что и требовалось доказать. 

Положим теперь, что дана система (1), подходящая под слу
чай (I). Присоединим к системе уравнения 

[ Я . / У ^ О , (8) 
комбинируя попарно на все возможные способы уравнения (1). 

На основании доказанной теоремы каждое решение системы (1) 
удовлетворяет каждому из уравнений (8). 

Может случиться, что каждое из этих присоединенных уравне
ний (8) есть алгебраическое следствие уравнений системы (1) и что 
из системы уравнений (1) и (8) могут быть найдены только те же 
из производных р„ р2> • • • > Рп

 к а к и з системы (1); тогда результат 
исключения этих производных из уравнений (8) дает тожества. 

В этом случае система (1) называется замкнутой. 
Т е о р е м а . Какова бы ни была система (7), лосле ограни

ченного числа действий молено заменить ее замкнутой систе
мой или убедиться, что она решений не имеет, или найти ее 
решение. 

Присоединим к системе (1) всевозможные уравнения (8). Если 
каждое из присоединенных уравнений будет алгебраическим след
ствием системы (1), то система (1) уже замкнута. Следовательно, 
если система (1) не замкнута, то мы имеем в уравнениях (1) и (8) 
систему, в которой число алгебраически независимых уравнений 
более т. 

Подвергнем систему из уравнений (1) и (8) алгебраическому 
изучению, описанному в § 100. 

Если мы натолкнемся на случай II, 2, то мы увидим, что система 
из уравнений (1) и (8) не имеет решений или найдем ее решение. 

Если мы натолкнемся на случай I или II, 1, то мы заменим 
систему (1) новой, второй, системой того же вида, как система (1), 
но содержащею более уравнений, чем система (1); число уравнений 
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в новой системе по крайней мере на одну единицу более числа 
уравнений системы (1), т. е. по крайней мере равно т-\-\. 

С новой системой мы возобновим операцию и присоединим 
к ней новые уравнения вида (8), в левых частях которых стоят 
всевозможные скобки Якоби для уравнений новой системы. 

Если эта новая вторая система не замкнута, то после алгебраи
ческого ее изучения мы или убедимся, что она не имеет решений, 
или найдем ее решение, или заменим ее новой, третьей, системой, 
в которой число уравнений алгебраически независимых относи
тельно р1г • . ., рп по крайней мере на одну единицу более числа 
уравнений второй системы. 

С этой третьей системой мы возобновим операции присоеди
нения уравнений из приравниваемых нулю скобок Якоби, и будем 
описанные операции продолжать далее. 

После п — т-\-1 возобновлений операции, если мы ранее не 
получим замкнутой системы или не убедимся, что система не имеет 
решений или не найдем решения, мы получим систему, содержа
щую не менее п -|-1 уравнений, которые все алгебраически не
зависимы; из п -\-1 уравнений можно исключить п аргументов 
Р\> Рь • • •, Рп> после исключения не может получиться тожество; 
значит будем иметь дело со случаем И, 2, и мы увидим, что 
система не имеет решений или найдем ее решение. 

Из сказанного ясно, что теорема справедлива. 
102. Нормальная система из тп уравнений. Положим, что дан

ная система из тп уравнений 

Г, (хи Хо, . . ., хп, г, р , , р 2 , . . . , р„) = 0 ] 

I 
?т (*!» *2> • • • > х п , 2, р и р>, р„) = 0 ] 

где 
т 

алгебраически независима относительно р1г р 2 , рп и замкнута. 
Решим уравнения (1) относительно некоторых т аргументов 

Ри Рп рП' Нумеруя подобающим образом независимые пере
менные хг, х2, ..., х„, мы можем считать, что получим систему 

?1 =Р1~ Л • • •> *п> г ' Рт+1 Рт) = ° 

\ (9) 

%п = Рш • — / « С*1> •••,хп'2> Рт+1> • • •. Рп) = ° - .1 

Т е о р е м а . Если система уравнений (1) была замкнутой, то 
система уравнений (9) также замкнута. 

По заданию, каждое уравнение 

[ ^ , / 3 = 0 (8) 
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следствие уравнений (1), т. е. обращается в тожество, если мы 
заменим в кем р{, р 2 , . . ., рт их значениями, найденными из урав
нений (9). Надо доказать, что каждое уравнение 

[ ? „ ? , ] = О (8') 

есть следствие уравнений (9), т. е. обращается в тожество, если 
мы заменим в нем plf р 2 , • • • > Рт и х значениями, найденными из 
уравнений (9). 

Так как из системы уравнений (1) можно найти ри р.2, рт, 
то можно считать, что якобиан 

D{F„F2,...,FJ ( 1 0 ) 

D(Pl> Р2> • •> Рт) 
не равен тожественно нулю. Мы будем считать, что все аргу
менты в функциях F имеют такие начальные значения, что и на
чальное значение определителя (10) отлично от нуля. 

Если мы в функциях 
•̂ í» Fo,  • • •, Fm 

заменим аргументы рл, р 2 , . . . , рт их значениями / , , / 2 , . . . , /„,, най
денными решением системы (1), то мы обратим каждую из этих 
функций в нуль. Обозначая знаком (F) результат этой замены, 
т. е. положив 

(Fi) ~ (xl> х2> • • • > хп> z> fv /г> • • • ' /,и> Рт + 1> • - •' Рп)' 

выберем две какие-нибудь из этих функций, например F, и F2  

и рассмотрим тожества: 

(Fi) = Fi (xi> xv-, x„, z, / „ / „ , . . . , /,„, pm + „ • • •, pn) = 0 | 

iF^ — F% (*i> x>> •••> xn, z, fv f2,. . ., / Я 1 , P m + j , • • •, pn) = 0. J 

Дифференцируя (11) по xx, лг2, . . - , xn,z, мы можем составить новые 
тожества. 

Приступая к их составлению, отметим прежде всего тожества: 

_ dh . дЪ _ dfk . <*Р* _ óh дХ{ dXi ' dz dz ' дРь дрл 

, h > т; 

^ - 1 , - ^ = 0, ( Л < т , кфк); (12) 

отметив это, имеем 
к = т к = «» 

др* ' дР„ 
меем 

к = т  

dxt \dxt )~*~ Zj\dpJ dx^XdxJ Zi\dPk)'óxl-K3 

к = 1 к = 1 
к = m к=m 

d(F1) = (dF1 \ \ ( д Р Л dfk ( dF1\_-\}(dF1\ d*k _ 
dz [dz / + Zll dPk ) dz -\dz~) Zl l ¿Pk I dz - U ' 

к = 1 к = l 
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Умножив второе из написанных тожеств на р1 и складывая с пер
вым, воспользовавшись введенным в § 37 сокращенным обозначением 

дхк ^ р" дх йх, 
и заменив р, , р 2 , . . ., рт через / , , / 2 , . . ., /„„ получаем 

к = т 

к = 1 

Продифференцируем теперь тожества (11) по р„ считая, что г > т. 
Получаем 

к =: т к = >ге 

7с = 1 к = 1 

Но если г ̂  т , мы имеем тожественно 
к = т 

7г = 1 

все —}—, именно, равны нулю, если г^-к, а ^ • 

Итак, при всех г справедливо тожество 
к = го 

-> I— / , | я / , г = 1, 2, п. (13") 
/ АЛ \ °Рк I дРк 

_ к = 1 
Аналогичные два тожества мы можем написать для функции 

I = т 

L Ü . ' 0 = 1» 2, . . . . и ) 

( др] ) 2 т ъ аз,) 
_ . dpi I ÓPI 

l = 1 
Умножим тожество (13") на (130 и тожество (132) на (13') и вы
чтем из первого произведения второе; мы получим 

к = т 7. -- т 

\ dpt dx, dPl dxt АЛ Ал \ дрк } \ dPl J dPi \ dx, 
fc=l 2=1 

7.- — m I - m 

АЛ АЛ \ др, J \ dPk j dPi \ dxx j 
1: = 1 í  = 1 

к = m I = W 

АЛ \ dp, } \ 'dp¡  ) \ dPl [ dx{ ) áPi \ dXi 

к = i г = i 
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Давая в последнем тожестве г значения 1, 2, п. и складывая, 
получаем 

7с = т I = т. 

7с = 1 1 = 2 

так как вследствие сказанного выше [Fu F2] обращается в нуль 
по замене в ней ри р.2> • • •, рт их значениями, найденными из си
стемы (9), что при наших обозначениях переводится равенством 

([Fu FS = 0. 
Так как Fx и F.2 были выбраны нами среди левых частей системы (1) 
произвольно, мы можем вместо (14) написать тожества: 

7с = 1 i = 1 

Выполняя в последнем равенстве сначала суммирование по к, дадим 
ему сначала вид 

Т.- = т I = т 

и, положив затем 
í =  т 

вид 

Последнее равенство справедливо при всех значениях г и / . 
Давая г значения 1, 2, ...,т, получаем из него систему линейных 
уравнений, неизвестными в которой являются (16) и определитель 
которой есть определитель (10), не равный нулю; отсюда вытекает, 
что 

и ® = 0, (Л = 1, 2, . . . . т) (18) 

Выбирая некоторое /г, пишем подробнее равенство (18). Имеем 

и''={ж) (['?" ? ' 1 > + ( С 4 ) < [ ? » • • ' + 

+ {£) (Ы,Л-о. 
Давая в последнем равенстве / значение 1, 2, . . ., т, получаем 

систему уравнений, определитель которой не равен нулю- Отсюда 
заключаем: 
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Последние же равенства говорят, что высказанная теорема спра
ведлива. 

103. Частный случай: т = п. Рассмотрим частный случай, 
когда т = п . В этом случае нахождение г сводится к последо
вательному интегрированию п обыкновенных уравнений первого 
порядка. 

Действительно, в этом случае система (9) имеет вид 

<?1 =Р\— Л(*1> х-л, • • •, хп, г) = 0 } 

?« = Р» —/« (хи - 2 . • • • . Х « > Г ) = 0 \ 

причем система замкнута, если замкнута система (1). 
Положим сначала, что уравнения системы не зависят от г . Тогда 

Равенства (19) говорят, что 
а>г = и ^ 1 +к <1х2 + . . • + / „ (20) 

полный дифференциал и что нахождение г сводится непосред
ственно к квадратурам. Самое общее значение г зависит от одной 
произвольной постоянной. 

Если уравнения (95) зависят от г , то в уравнении (20) мы имеем 
уравнение в полных дифференциалах, к которому применимо все 
.сказанное в главе четвертой. Вспоминая сказанное в главе четвер
той, мы должны для нахождения решения уравнения (20) прежде 
всего убедиться, как вытекает из § 49 и 50, что система 
уравнений 

* < Л = - г - + А & . - о хт(,>-%-+/.%-о 
(21) 

замкнутая. Составляя скобку Пуассона для X, и Х%, например, 
имеем 

откуда ясно, что система (21) замкнута. Замкнутости же системы 
(21) достаточно для существования решения у уравнения (20), 
причем самое общее такое решение зависит от произвольной по
стоянной. 

Если 
/(*!, *2> • • •. хп, г) 

какое-нибудь решение системы (21), то г находится из уравнения 
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Вспоминая сказанное в § 54, приходим к следующему правилу. 
Положим, как в том параграфе, что символ обозначает 

результат подстановки 
(0) (0) 

в некоторую функцию /(х1г х2, . . ., л-„, г). 
Тогда интегрирование уравнения (20) сводится к последова

тельному интегрированию дифференциалов 

* (г\ = (/2)1 <1хг + ( / я ) , с1х3 + . . . + ( / „ ) , с1х„, 

I (22) 
Л (г)„ _ з = ( / „ _ ! )„ _ / * „ _ 1 + (/,»)п _ 2 ^ „ . 

^(*)я-, = (/.)п_^^. 

Интегрирование по этой методе сводится к интегрированию 
уравнения 

- ? - - / , . (23) 

г = {г\, при А ^ А ^ ; (24) 

при условии 

уравнения 

при условии 

уравнения 

при условии 

д х 9 = Ш , (23.) 
Ф), 

= (-2)2 П Р И Х2 = > ( 2 4 1 ) 

(23,.,) 

Следовательно, интегрирование системы (9,) сводится к последо
вательному интегрированию уравнений (23 и_,), (23 п _ 2 ) , (23х) 
и (23), что и требовалось доказать. 

104. Метода Лагранжа — Шарпи интегрирования уравнения 
с двумя независимыми переменными. Чтобы дать пример на при
ложение сказанйого, укажем методу для интегрирования уравнения 

Р(х1} х-,, г, ри ро) = 0 (25) 
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от двух независимых переменных л-, и х2, позволяющую просто 
составлять его полный интеграл. Метода состоит в присоединении 
к уравнению (25) уравнения 

Ф (х1г х2, г, ри р2) = а, (250 

зависящего от произвольного постоянного а таким образом, чтобы, 
во-первых, уравнения (25) и (250 образовывали бы замкнутую 
систему уравнений и, чтобы, во-вторых, уравнения (25) и (250 
были бы алгебраически независимы относительно р, и р2. 

Если уравнения (25) и (250 образуют замкнутую систему, то 
равенство 

_ т . дР ( дФ , <?Ф\ , дР I дФ . дФ 
др, \ дхх

 г дг ) 1 бр2 \ дх2 дг 

должно быть следствием уравнений (25) и (250 и л и > т а к как (250 
зависит от произвольного постоянного а, а (26) от него не зави
сит, то следствием одного уравнения (25). 

Если функция Ф такова, что уравнение (26) соблюдено тоже
ственно, то система (25), (250 т е м более будет замкнутой. 

Примечание. Если скобка Якоби (/**, Ф) тожественно равна 
нулю, то про систему из уравнений (25), (250 говорят, что она 
в инволюции. 

-— Если условие (26) соблюдено тожественно, то функция Ф (х1г 

х2, г, ри р2) решение уравнения (26), т. е. равенство (250 один 
из интегралов системы 

с1х, (1х2 с1р± с1р2  

~о7рг~~дТ~~ дР ~ ~дР~~ дР ~ дР~~ 
дР1 др, дху

 + Р 1 дг дх2

 + Р 2 дг 

ог 
дР . дР 

-др7р>+-др7р* 

(27) 

т. е. системы, определяющей характеристические линии уравне
ния (25). 

Мы видели, что равенство 

Р(хи х2, г, ри р2) = 1г 

один из интегралов системы (27). Нам надо, следовательно, найти 
только еще один интеграл этой системы, алгебраически независи
мый относительно р, и р.2 от уравнения (25), чтобы свести нахо
ждение полного интеграла к интегрированию двух уравнений пер
вого порядка. 
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В случае, когда уравнение (25) не зависит от г, скобка Якоби 
(7**, Ф] обращается в скобку Пуассона. По нахождении решения 
соответствующей системы 

(27') ах, _ с?л-2 ЙР\ _ (1р.2 
дР дР ~ дР ~ Ж 
др, дхх дх3 

решение задачи сводится к квадратурам. 
П р и м е р ы . 1) Найти полный интеграл уравнения 

* 2 2 (*1 Р\ + х2 р 2 ) р,=г -|- х-2 р 2 . 
Уравнение (26) имеет вид: 

(2* а

9 *1 Р1 - г *а 8 Ра) ^ -~г 4" Р\ J + (*э3 Рг — * 2) I + р 2 

дФ 
2 & ~ 

с)Ф дФ 
— (л: а

2 р г — р,) — (З.г 2

2 р 2 р ! + 2лг2 *! р х

2 — 2р 2) = 0. 

Функция Ф, зависящая только от х2 и р„ удовлетворяет урав
нению 

<?Ф <?Ф 
ъ-дц-к-др-;^ 

значит за решение уравнения можно взять 

Ф = р, х2. 
Система 

х.? (х1р1-\-х2р2) р, = г-\-х2р2 

х2р, = а 
замкнутая. Решая относительно р, и р2> находим 

а х,а'2— г 
Р г = > Р2 — ~ о— • 

х2 л*2 Хо*' а 
Интегрирование данного уравнения сводится к интегрированию 
уравнения 

а\г = йх, -|- ° тг~ о\х2 

х2 х2 х2" а 
или уравнении 

дг а . . п •= , г— (г), при = и 
дх, х2 

, (г\ = Ъ, при х2 = 1. 
5 (г), _ 

сЬс2 л:2 — х2

2 а 

Выполняя интегрирования, находим 
х»а — 1 а . х»а — 1 
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2) Найти полный интеграл уравнения 

x*Pi — Х1Р2 — PlP2 = Q- (28) 

Задача сводится к нахождению подобающего решения урав
нения 

, . дФ , , дФ , дФ дФ 
<х*~^-дхТ~^+^-дхТ+р" ~ь-р\— А -ópT = °- ( 2 9 ) 

Так как одно из решений уравнения 

Ф = Л а т М 
задача сведена к интегрированию системы в инволюции 

х2 Р\ -*1 Р2 Pi Р2 = 0 
Р\ + Р22 = а-

Алгебраическое решение этой системы, однако, неудобно. Заменив 
данное уравнение (28) уравнением 

f — f - = (28,) 
Р2 Pl 

мы заменим уравнение (29) уравнением 

р{* дху р 2

2 дх2 .pv др, р2 др2 ' ^ 

Рл 
которому удовлетворяет функция —— . 
— x i 
Задача сводится к интегрированию системы 

*2 Pi — *1 Р2 — Pi Pi = 0 
Ру = ах1} 

которая замкнута, но не в инволюции. 
Решая ее относительно рг и р2, находим 

ах* А„ — „,. Av _l_ "'г* .А- „ _ «*i2 

р х = aA-2, р.2 = -т—¡  , dz = ал^ d.^ - f - -т - " - cU, 
l - г a. L -j— а 

В главе десятой мы распространим методу этого параграфа на 
случай многих переменных и значительно ее пополним. 

105. Частжый случай: т — п-\-1. Положим теперь, что имеется 
система из п - j - 1 уравнений 

F ( - ^ х , , хп, z, ру, />,,) = О ) 

j (30 
^„ + 1(^1,-Yo - • Х „ , Z, pL, . . . , р „ ) = 0 J 
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такая, что определитель 

/>(Л, К + ( 3 1 ) 

О (ри .... рп,х) 

не равен тожественно нулю; приписав аргументам некоторые на
чальные значения, связанные уравнениями (30), так, чтобы началь
ное значение (31) было отлично от нуля, решаем систему (30) 
относительно ри . . . р„, г. Положим, что при этом мы получим 
систему 

<?1 = Р1 — Л (*1> *з> • • •. *«) = 0 

<?.. = Рп —/«(*и*>. • •, х„) = 0 
<? = 2 — / (лг1; х<>, . • ., х„) = 0 

(30') 

Из сказанного в § 100 вытекает, что мы можем считать задачу 
интегрирования системы оконченной; надо г, данное последним 
уравнением (30'), подставлять в остальные уравнения; если все они 
удовлетворятся, то нами найдено решение системы; в противном 
случае система не имеет решений. 

Можно, однако, доказать, что когда система (30) замкнута, то г, 
данное последним уравнением (30'), наверное решение системы. 

Итак, положим, что система (30) замкнута, т. е., что скобки 
Якоби 

[Г„ /}] = 0 (32) 

все равны нулю на основании уравнений системы. 
Если мы условимся обозначать знаком 

(И = Р С*1> х2, ... х„, /, /1; . . .,/„) 

результат замены в функции Р аргументов ри • • •, р,„ г значе
ниями (30'), то условие о замкнутости системы (30) переведется 
равенствами 

№ , ^ ] ) = 0, (32') 

причем мы имеем тожества 
( ^ ) ^ 0 . ( / - 1 , 2 , ...,п, п + 1) 

Дифференцируя последние тожества по х„ получаем, например, 
к = п 

<?(Л). 
дх, ( дх! )+( дгХ ) ¿4+2 ( ̂  ) Й ~°' 

к = 1 

Прибавляя к правой части последнего тожества 

\ дг ]П 
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и вычитая то же самое, получим 
к = п 

к = 1 

По такой же причине имеем 
к = п 

к — 1 

Умножим тожество (33') на |—^~|> а тожество (33) на ^ ^ 2 | , 

вычтем второе произведение из первого, дадим / все значения от 
1 до гг и сложим полученные тожества. 

Замечая, что 

= 1 к = 1 < = 1 к = 1 

получаем 
г = п 

. г = 1 

Заменяя для удобства в последнем равенстве г через /, а / ч 
и Т7, через ^ и Гр даем ему, выделяя суммирование по / и поль
зуясь замкнутостью системы (30), вид 
г — п к = 11 

2 ( ^ ) К ^ ) ( ^ - л ) + 2 Ш ( " и -
I = п 

1—1 
Положив 

(34);, 
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мы можем последнему равенству дать вид 

Последнее равенство справедливо при всех значениях г и / . 
Давая г значения 1,2, п, п-\-1, мы получим систему урав

нений, которой удовлетворяют функции (34) и определитель ко
торой равен значению определителя (31) и не равен тожественно 
нулю. 

Отсюда заключаем, что 

£ / |л = 0, ( / = 1 , 2 , . . . , 7 i ) , Í / ( J ) = 0 . 

Давая в первом равенстве j значения 1,2, . . ., л, п-\-1, получаем 
систему из л ~\- 1 уравнений 

dz ) \ дхг

 h J ^ \ dPl ) \ dxx dxj^ 

dPn J \dx„ dxt ) - ü ' 

определитель которой тот же определитель (31) и из которой 
между прочим получаем 

д. X: 
- Л ^ О (/ = 1,2, Л ) . 

Последние равенства говорят, что 
г = / 

есть, действительно, решение системы (30). 
106. Теорема Коши. Переходя к интегрированию системы (1) 

положим, что она переделана в систему: 

?1 = Р\ — к (•*!> *а. • • • >*„> г, р т + 1 . . . . . рп) = 0 

?m — Рт —fm(Xí>  х3> • • • >хт> z> P,n + V 1 ' ' ' Pi) = 0 

(9) 

и что система (9) замкнута. 
То обстоятельство, что система (9) замкнутая, записывается 

тожествами 

([*,*])=<>, ( \ = 1 ; 2 ; • • - Т ) 
\3 = 1,2, . . . , т I 

в которых знак (Г) обозначает результат замены ри р2, • • •, рт их 
значениями, данными уравнениями (9). 
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Т е о р е м а . Система (9) имеет решение, в котором при 

х1—Х1 > "2> •••> лт~~~лт • * - 1 та+2> 

где 0 хп) произвольная функция ее аргументов; при 
этом, конечно, предполагается, что начальные значения аргу
ментов таковы, что правые части уравнений (9) голоморфны 
вблизи них. 

Так как в прошлых главах установлена справедливость теоремы 
для случая т = 1, при доказательстве теоремы мы можем пред
полагать, что теорема справедлива, когда число уравнений т — 1. 

Итак, предположим, что теорема справедлива, когда число урав
нений равно т —• 1 и докажем, что она справедлива и тогда, когда 
число уравнений равно т. 

Приступая к доказательству, замечаем прежде всего, что в скобке 
Якоби 

[<?« ?у] 
при г > 1 , 7 > 1 не выполняется дифференцирований по хх и что 

тт « с она не зависит от рх. Действительно, она могла бы зависеть от ~~~> 

а!о-
~ ~ только в том случае, если бы функции <р„ зависели от рх, ах, 
чего нет, если г ' > 1 , / ]>1 . 

Отсюда вытекает, что система уравнений 
?а = 0, »„ = 0 

. замкнута, если замкнута система (9), и что система 

.(<>) - _ _ _ 
• •> хт ~~хт '• 2 ' ( х т + 1 ' л ' т а + 2 > • •> хп)> 

(?2>1 =Р2— Л (х[°\хо, . . . . хп, г, р т + 1 , . . . ^ ¿ = 0 

= Рт — / , „ (х\°\ хЪ •-, * „ , *, Р т + Х , рп) = О 

(90 

также замкнута. 
Найдем, пользуясь заданием, то решение системы (9!), в ко

тором при 
х — г- (<1) х — * ( 0 ) • х = 8 (х х } 

Положим 
г = & (*2, дг3, . - . , л:,,,, дг г а + 1 , . • • ; х,) (36) 

это решение. По условиям имеем 

9 (х2°\ * „ , . . . , х®, х т + 1 , . . . , * „ ) = 0 (т,„ . г 1 , . . . , * „ ) . (37) 

Ищем после этого то решение первого уравнения (9): 
?1 = Л " Л С*!' *2> •••> Хп> 2> Рш+1> • •' Рп) = 0> (33) 

в котором при 
х1 ~ х<1': г = & (*2, -*3, . . . , хт, л-. и г + 1 , . . . , *„). 

17 Н. Гюнтср 
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Положим 
Z = Ф (А'„ Л-З, . . . , Хт, Хш + 1 , Лп) (39) 

это решение. По выбору его имеем 

Ф (х[\ х2, • • - , хт, хт+1> .. . ,x , J=sf t (л-2, л-3, . . ., хт, х т + 1 , . . ., хп), 

откуда, вследствие (37): 

Ф (х10) л-(0) . . . д-(0) х х ) = , Н Д г , л-(0) х х) = 

— ^ (Xm + V - Y m + 2, • • • ' х

п ) " 

Из сказанного ясно, что функция (39) удовлетворяет начальным 
условиям теоремы. Мы докажем, что она удовлетворяет не только 
первому уравнению системы (9), но и всем остальным уравнениям 
этой системы. 

Подставляем для этого найденное z в функции Ф 2 ) • • • » З А " 

меняя в них ри ..., рп соответствующими производными от функ
ции Ф. Положим, что мы получим при этом 

<?2 = <о2, . . . , o„ = œm . 
Здесь <в2, . . . , ш т функции от хи х2, .. ., хп, причем каждая из 
этих функций обращается в нуль при хг = х[°\ так как после такой 
замены система 

» 2 = 0, ? ж = 0 
обращается в систему 

(<?!,)! = О, (? Я Х = 0, 
a z в ее решение. 

Введем в рассмотрение уравнения 

'h = ?2 — ш з = 0, . . •, ф,„ = ? » — = 0; (40) 
каждому из этих уравнений удовлетворяет функция (39), удовле
творяющая уравнению (38); значит, на основании теоремы § 101, 
эта функция удовлетворяет и каждому из уравнений 

Ьи Ф2] = 0, ф„] = 0, . . . , К , ф J = 0. 1 

Другими словами, если знак {F} обозначает результат замены 
Pu • • •> Рп> 2 и х значениями, вычисленными по (39), то 

{['•Pi, Ф Л ^ О , ,0' = 2,3, m) 

Выбирая одно из уравнений (40), изучаем скобку [<sít  ф.,]. 
Мы имеем на основании свойств скобок Якоби, установленных 

в § 37, 
Ьи Ф,] =[<?!• — *»J ==[?!, ?(] — [?!» Ш Л-

Но 

b - J — s r — У dj:! / i dpk dx,. ' 
k = m+ 1 

так как а>, не зависят ни от z, ни от P l , р2, • > Рп' 
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Далее 

Ьи <Р*] = - Х 7 - + Л дх, ' " дг дх, Р< дг " П _ 

к = 11 

до, <{'•?, до, с1у. 
+ V . 

АЛ \ дР>> <- ^хъ дР>> 
к = т + 1 

г откуда 

Й = »1 

так как 

+ ¿ 1 I 1 1 \ \ др* I \ *х* Г Л д* 
к — т + 1 

%г}+ы\-%-}-№}-™{%-}+ 

к — п 

к = т + 1 

Значит 
к = п 

7с г- т + 1 

Уравнение (41) имеет решение, в котором при 

Х1=х® «, = 0; (42) 

при этом это решение единственное. 
Так как функция <̂  удовлетворяет уравнению (41) и усло

вию (42), то <»| равна нулю тожественно, ибо очевидно, что нуль 
есть решение уравнения (41), удовлетворяющее условию (42). 

Итак, тожественно 

<о 2 = 0, <о3 = 0, . . . , а>Я1 = 0, 

откуда ясно, что (39) есть решение системы (9) и что теорема 
доказана. 

107. Решение з а д а ч и Коши. Доказанная теорема наводит на 
^/ следующую методу интегрирования системы (9). 

Если ищется то решение замкнутой системы 

?, = р1 — Л = 0, <?а = р 2 — Л = 0, . . ., <?„, = р,„ —/„ , =.0, (9) 

в котором при 
„ _ „ _ _ , . « > ) у 2 = 6 ^ л: * ) 

х 1 — " с 1 > -*2— л 2 > - " •» ' — , Д И 1 2 \' с-1п+1' л п » + 2 » * • *' V ' 
17* 
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отделяем первое з'равненне системы 
? i = Pi — Л = 0 (38,) 

и составляем новую систему, заменив в остальных уравнениях х, 
через х[°К 

Применяя обозначения, использованные в § 34 и 54, мы по
лучаем систему 

(?a)i = Р2 - ( A = 0. Ы 1 =- Р-6 — ( / 8 ) i = 0 , . . . , 
(?ю), = ? , , - ( / „ , ) . = 0 . (9Х) 

Отделяем первое уравнение системы 
(? a)i = P 2 - ( A ) i = 0 (38,) 

и заменяем в остальных дг2 через х2°\ Мы получаем систему 
Ы з = Ps — ( А = °> • • •. (?™)а = — (/«.)а = 0, (9а) 

от которой снова отделяем первое уравнение 

(?з)а = Р » - ( / 8 ) 9 = 0 (383) 
и продолжаем так далее. 

После т — 2 операций мы получим систему 

( ? ™ - l ) l n _ 2 = Рт-1 — ( / ™ - l ) , „ _ 2 = °» 

(о ) = р — ( / ) = 0 , ( 9 m - 2 ) 

от которой мы отделим первое уравнение 

( ? — 1 ) т _ а = Рш-1 - ( / « - 1 ) т _ 2 == 0 (33 м _!) 
(0) 

и заменив в последнем уравнении хт_, через х.^_и получим си
стему 

('-?»),„_ ! = Рш — (/»)„,._! = 0 ( 9 « - ! ) 
из одного уравнения. 

Для интегрирования системы (9) надо найти то решение 
2 = Ьт_г (Хщ, х м + 1 , хп) (43 „ . О 

уравнения (9 т_1), в котором при 

Х т = Х т ' 2 ~ ^ (Хт+1> Хт+2> ••'» 

то решение уравнения ( З З ^ О - -
2~^т—2 Схт—1> Хт> •••>*„), ( 4 3 „ _ 2 ) 

в котором при 
(0) . С) / \ 

и так далее. Наконец, то решение уравнения (38 2): 
г = Л, (х.2, х3, хп), 



§ 108. Подстановка Маейра 261 

в котором при 
А'о = Х,л X = 0'2 (х3> Х4,> • • • > хп) 

и то решение 
г = !> (л'ь х-2, . . .,х„) ( А) 

уравнения (38Л, в котором при 
х1 = х [ ° } : ̂  = |)! (лго, х3, . .., хп). 

Решение (44) последнего уравнения будет искомым решением 
системы (9). 

При интегрировании уравнения (9 т _ 1 ) по указанным началь
ным условиям придется, по схеме § 94, пользоваться интегралом 
М{п~т): 

("1 (0) (0) (0) , % 
х , Л

= х

т * хт + 1=ит+1> • • • » Хп = " « » *0 = Г ) К „ + 1 , . . . , " „ ) 

„(0) _ . „ ( 0 ) _ _ ^ 

АО) _ { (АО) х „(*) „ „ _ ^ 

(45) 

и если функция ( / ,„) ш г голоморфна вблизи некоторых значений 

1> • • • ' Л ' И > Г > Рт+1' •••>Рп> (46) 
принадлежащих этому М , то, по сказанному в том же параграфе, 
решение ( 4 3 т _ Л б у д е т существовать: коэффициент при рт в урав
нении (9 / п_ 1) равен единице. Продолжая перебирать уравнения 
(38 ,), •••» (38), убедимся, что условием существования у них ре
шения является также голоморфность функций ( / „ , _ 1 ) о т _ 2 ' • • •» (/2)1» 

(/), вблизи тех же начальных значений аргументов (46) и аргу
ментов хх, хо, хт_х; начальные значения аргументов (46) не 
меняются при переходе от одного из интегралов (45) к другому. 

Таким образом важнейшее значение при решении вопроса 
о существовании у данной системы (1) решения, удовлетворяющего 
поставленным условиям, имеет изучение определителя 

•••,/•.) ( 1 0 ) 

0(рир2, ...,р,„) 
если он не равен нулю при некоторых, определенных интегралом 
М(п~" , начальных значениях аргументов хх, х 2 , . . . , х.т_х аргументов 
(46) и соответствующих им значениях рх, . •., рт, найденных из 
уравнений (1), то искомое решение существует. 

108. Подстановка Иайера. Введем, как в § 35, новые незави
симые переменные, положив 

х1^х(

1

0)-{-уих2г=х<:,0)^гу1у2, = 4? + . (47) 
сохраняя независимые переменные х т + 1 , х т + 2 , ..., хп. 
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Обозначая буквами с/,, q2, . . ., qn производные по новым неза' 
висимым переменным, имеем 

Чх = Pi "Г Plff* + • • • + Рт Зт> 

<7>=/>2#1> 4S=PS3X> • • -,Чт^= Pm3v 

°:и +1 ~ Рт+1' • • ' ' 9« = Рп-

В новых переменных система (9) имеет вид: 

Чх = Л + h 3-2 " Г • • • - f Л , Зт 

(48) 

/ г I (49) 
Ч2=ИУи •••> Чт — Тт9х ) 

считая, конечно, что в функциях / ( выполнена замена, соответ
ствующая формулам (47) и (48). 

Так как при хх = х\0) мы имеем 1/1=0, мы получаем, применяя 
к системе (49) процесс прошлого параграфа, что ее интегрирование 
сводится к интегрированию уравнения 

«71 = / . + к 32 + - • • + / , „ Зт (50) 
и системы 

9-2 = 0> <7з = 0, 9 и = 0. (51) 
Систему (51) надо интегрировать при условии: 

(°) С) и I \ 

Ее решение, удовлетворяющее этому условию: 
г = 6 (хт+1, х т + 2 , . . . . А-,,). (52) 

Следовательно, задача интегрирования системы (9) сведена к инте
грированию уравнения (50) при условии: 

при у, = 0 г = 6 (*,„+,, хт+г, хп) 

и, конечно, к возвращению к старым переменным. Это заключение 
называется теоремой С. Ли. 

109. Пример. Найти решение системы 
рх рь — X, д:3 = 0, р 2 р 4 — А 2 А 4 = 0, (53) 

удовлетворяющее условию 
г = тх3 -(- пх± г, если хх = 0, А \ 2 = 0, (54) 

где т, п, г постоянные. 
По плану § 107 мы должны сначала найти решение уравнения 

р 2 р 4 — Ао х1 = 0 (55) 
при условии 

х = тх3 -(- пх 4 -]- г, если х 2 = 0. (56) 

Так как уравнение (55) не зависит ни от л'3, ни от р 3 , то при его 
интегрировании можно считать хъ и р 3 постоянными и заменить 
условие (56) условием 

х = пх± -\- гх, если А 2 = 0, где гу — пх3 -4- г. (56') 
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Уравнения, определяющие характеристические линии для (55): 
_е?* 2 <1х± йръ с?р4 йг 

Р4 Ра ~х4, — х2 2Р2Р4, ' 

Соединяя первое и четвертое отношения, а также второе и третье, 
получаем два интеграла: 

Pi л 2 — Р 1 х2 У Р2 *4 —Г-2 х± • РЛ» 

Воспользовавшись уравнением (55), из равенства первого, третьего 
и пятого отношений получаем 

Ра °^х2 л*з йр?. а\г <1х2 р 2 — <1г 
р2р4 х2х.к р2р^хгх^ ~ 0 

откуда заключаем, что 
г — х2 р 2 = г0 — х[щ р(

2

и). (57,) 
Таким же образом находим и последний интеграл 

г - * 4 / > 1 = = 2 о - * 1 % Г - (572) 

Интеграл , отвечающий основанию (56'), имеет вид 
х2 —ь, хА —и, г 0 — пи-\~ ги р 4 — л , р2 — и . 

Значит искомое решение находим, исключая р 2 , р 4 , и из урав
нений: 

р± — А 2

2 --= л 2 , р 2

а — * 4

Й = — и 2 

г — д- 2 р 2 = пи + г 1, г — .г4 р 4 = п и - [ - — п и = т^. 
Искомый результат исключения 

или 
г = тх-л -\-л-4 ] /л 2 - \~х-^ + п 

Остается интегрировать уравнение 

Р1Р& — хххъ = 0 (550 
при условии 

г = тл- в -)- д:4 У^л2 -}- дг2

2 ~г г% если ^ = 0. (58) 

Так как уравнение (550 не зависит от х± и р 4 , последнее условие 
можно заменить условием: 

г = тха -{- г 1 г если х, = 0, где ^ = лг4 Т^п2 4~ ^ ~\~ г- (58^ 

•^Так как уравнение (55х) вполне аналогично уравнению (55), можем 
сразу написать, что искомое решение его: 

2 = Д г 8 1 Л п 3 + *,« + #•, 
или 

2 = Х з Vгл2 + д-,2 + х, У*2 + * 2

2 + г. (59) 



264 Гл. IX. О полном интеграле Лагранжа в случае системы 

110. Преобразование системы в независящую от х. В заклю
чение заметим, что когда дана замкнутая система 

^ 1 С*!» *2> • • •> *»> 2 , Р\, Р* • • •. Р») = 0 

(*U *Ъ • • • > хп> z> Pl> Р2» • • • > Р„) z 

мы можем, отыскивая вместо z уравнение 
W (хъ х2, хп, z) = 0, 

0 
(1) 

(60) 
которому г удовлетворяет, заменить ее интегрирование интегриро
ванием замкнутой системы, не содержащей явно неизвестной функции. 

Повторяя сказанное в § 78, мы увидим, что, отыскивая решение 
системы 

I 
X-i.Xi 1>л2>" 

dz 

dW\ 
dxn 

dW 
0 

dz I 

xi>Xo, • 

\ 

dW 

dW ' 

dW\ 

dW = 0 

dz I 

(61) 

и находя z из уравнения (60), мы теряем только особенные реше
ния системы (1). 

Действительно, всякое решение системы (1), которое полу
чается из ее решения, зависящего от некоторого параметра, может 
быть восстановлено. Если уравнение (60) получается из уравнения 

W (хг хг, , х„, z) = а, (60,) 
дающего решение системы (1) заменою <* нулем, то функция W 
тожественно удовлетворяет, каждому из уравнений (61); эти урав
нения, именно, не зависят от ос. Особенными же решениями в слу
чае системы нелинейных уравнений, так же, как и в случае си
стемы линейных уравнений, называют те решения, которые не 
принадлежат семейству решений, зависящих от параметра. 

Замкнутость системы (61) вытекает из установленного в § 4 3 . 

ГЛАВА ДЕВЯТАЯ. 

О ПОЛНОМ ИНТЕГРАЛЕ ЛАГРАНЖА В СЛУЧАЕ СИСТЕМЫ 
УРАВНЕНИЙ. 

111. Основные определения. Положим, дана замкнутая система 
из т уравнений в виде 

F(xlt х2, .. .,хп, z, ру, р2, р„) = 0 I 

Fm(xi, х2, . . .,хп, z, ру, р2, ..., р„) — 0 I 
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или в виде 
, '•?\==Р1—А(х1,х2,...,хп,г,рт + 1,...,р„) = 0 ] 

: : : : : : : : : : : : : : \ \ - : (2) 
9т ~Рт~~ /т (Х\ ' х2> • • • » л ' « , 2> Рт + 1> • • • , Рп) = О I 

и положим, что найдено ее решение 
г=У(х1г х2, х„, ат + 1, а„, а), (3) 

зависящее от п — т -\-1 произвольных постоянных 
а е т + Т > « ш + 2. • • •» а«> «• (4) 

Отыскивая производные от г по л-,, х2, . . . , л-„, присоединим к урав
нению (3) уравнения 

дУ ЗУ ЗУ ... 

дУ дУ _ дУ 
°хт+\ ОХт+2 ОХп 

Положим, что из п-\-1 уравнений (3), (5) и (5') можно выде
лить п — т-\-1 так, чтобы из них можно было найти по
стоянные (4). В этом случае решение (3) называется полным интегра
лом системы (1), соответственно системы (2). 

Найдя из некоторых п — т - р 1 уравнений (3), (5) и (5') по
стоянные (4) и подставив -их в оставшиеся уравнения, мы получим 
систему уравнений в частных производных, которая равносильна 

~данной. 
Действительно, обозначим через (А) группу из аргументов 

2> Р1> •••> Рт, Рт + 1, •••> Рп, (6) 

использованных при нахождении постоянных (4), через (В) группу 
из остальных аргументов (6). 

Из уравнений (3), (5) и (5'), дающих элементы (А), постоян
ных (4) исключить нельзя. Подставляя найденные значения по
стоянных в уравнения группы (В), мы получим указанную систему 
уравнений в частных производных. 

Замечаем прежде всего, что указанная система состоит из алге
браически независимых уравнений: ее уравнения, именно, решены 
относительно элементов группы (В), а правые части этих уравне
ний зависят только от элементов группы (А). 

Если бы полученная система не была бы равносильна данной, 
то после исключения из данных уравнений, при ее помощи, эле
ментов группы (В), получилась бы не тожественная зависимость 
между элементами группы (А). Эта зависимость должна обращаться 
в тожество после замены элементов группы (А) их значениями, 
данными уравнениями (3), (5) и (5'), так как (3) решение данной 
системы; но такое заключение говорило бы, что из уравнений 
группы (А) можно исключить постоянные (4), что невозможно по 
предположению. 
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Данное определение является обобщением определения § 57. 
Пример § 57 достаточно поясняет, что не всякое решение си
стемы (1) или (2) из т уравнений, зависящее от п — т-\-1 пара
метров, может быть названо полным интегралом системы. 

Заметим, однако, что если (3) то решение системы (2j, в кото
ром при 

(°) (°) I I I /~г\ 
хх = хх , . . ., х,„ = хт : z — ат + ххт + х - г . . . - f - апхп -\- а, (7) 

т о (3) наверное полный интеграл системы (2). 
Действительно, в этом случае при 

X , Л у , - to X , , . . . , Х т Хп 

уравнения (3), (5') обращаются в 

z = а,„. + Iх,,, 4-1 - г • • • + а.„х„-{-а, рт + х — ат + „ . . ., рп — ап 

и, очевидно, разрешимы относительно параметров ( 4 ) . Следовательно 
уравнения (3), (5') при произвольных значениях х ь х 2 , хт 

должны допускать решение относительно этих параметров. 
Из сказанного, например, ясно, что найденное нами в § 109 

решение 
z = х 3 l / m ' M - х* + xt V n 2 -L- x 2

2 - f r 

системы 
p -pa — xxxs = 0, p.jPi — x 2 x 4 = 0 

есть ее полный интеграл. 
В § 107 мы показали, что система (3) имеет решение, удовлетво

ряющее условию (7), если, конечно, начальные значения xfK . . . , х ^ 
выбраны так, чтобы уравнения (2) оставались голоморфными вблизи 
них. Из этого вытекает, что всякой замкнутой системе можно при
вести в соответствие полный интеграл. 

Если, желая избежать употребления многозначных функций, мы 
вместо того, чтобы задавать z уравнением (3), зададим его неявно 
уравнением 

W{xx, х 2 , х,„ z, ат + х, а,„ а) = 0, (3') 

мы можем, при наличии уравнения (3'), заменить уравнения (5) 
и (5') уравнениями 

dW , dW . dW , dW . / . -ч 
p - + l"r"5S—ГГВ0' dz~P- + ~dxV^Q'' V D j 

уравнения (5J, (5/), конечно, передают производные от z только 
после исключения из них z при посредстве уравнения (3'); но при
писав к ним уравнение (3') и имея в виду, что исключению подле
жат ат + х, . •., ап, а, мы можем сохранить их в виде (5.,.). 

В заключение укажем на некоторые частные случаи. 
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Если система (1) разрешима относительно производных р„ 
р„,. . ., рт или непосредственно дана в виде (2), то уравнения (3) 
и (5') должны быть разрешимы относительно постоянных (4); иначе 
из них можно было бы эти постоянные исключить и найти зависи
мость, не содержащую рх, р 2 , . . . , рт. 

В указанном случае якобиан 
0 1дУ_ дУ д_У_\ 

& (<*«• +и ат + 2> • • ап) , 
не тожественно нуль при подобающей нумерации аргументов (4). 
Из сказанного в § 57 ясно, что он равен якобиану 

в I дУ дУ дУ\ 

В (хт 4- г , Хт 4. 2 | . . . , Хп) 

Повторяя рассуждения § 57, мы можем убедиться, что в случае, 
когда уравнения системы (1) не зависят от г, полному интегралу (3) 
можно придать вид 

г = У(хх, х 2 , • • • > хп, я,„ +1, . . • , а„) 4р а, (34) 
в котором одна из постоянных входит аддитивно. 

Во-первых, так как вместе с любым г также л г — а' решение 
системы в этом случае, уравнение (3) можно заменить уравнением 

2 = ]/(хх, хъ хп, ат + х, а„, а)-\-аг; 

во-вторых из уравнений (5) и (5') можно найти только п — т. 
аргументов (4) и, значит, один из них можно заменить определен
ным постоянным числом. 

112. Примеры. Метода отделения переменных. На примерах 
§ 58 мы имели случай убедиться, что в некоторых случаях со
ставление полного интеграла не представляет затруднений. Мы 
укажем в этом параграфе один прием общего характера, облегчающий 
нахождение такого интеграла. Мы будем при этом предполагать, 
что уравнения системы не зависят от г. 

Условимся говорить, что в функциях <э и 4 переменные отде
лены, если функция <? зависит только от тех пар 

(*и Р\)> Оа> Рг)> •••> (*„. Рп), (9) 
от которых ф не зависит. 

Тогда 
(о, ф) = 0; 

последнее ясно из того, что в скобке Пуассона производная по дг, 
от 4 всегда помножается на производную <? по р,, которая в одной 
паре с х,. 

Следовательно система 

? = О, *Ф = О 
замкнутая. 
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Займемся случаем одного уравнения: 
/(*!, хо, х„, р}, р2, ...,р„) = 0. (10) 

Положим, что умножая уравнение на некоторую функцию от 
аргументов дг„ р1У г = 1, 2, п, можно дать ему вид 

:^(^-. Рр ?1, «2, • • • ?;.) = 0, (10') 
где в функциях 

УI, <?2> • • •> ?Л 

пары (9) отделены друг от друга и от пар, оставшихся явно в о?. 
Мы найдем полный интеграл уравнения (10), найдя полные инте

гралы уравнений 
?2 = «2> •••> ?ь = а* (11) 

<я(Хр р„ а „ щ, аА.) = 0, (11') 

в которых аи Со, а,,, произвольные постоянные. 
Если 

* = Уг -К ¿1, 2 = К 3 + 6 2 , . • • , г = V* + 6,, 

полные интегралы уравнений (11), а 

полный интеграл уравнения (11'), то полный интеграл уравнения (10): 
г=У0+У1-\-У2+... + Ул-\-а0. (12) 

Действительно, если функция <р, зависит от д-8 + 1, . . ., хь то 
уравнения (5) и (5') составлены из равенств 

Р] — ~г I если « - г 1 < ] / < /. (13) 

Отсюда ясно, что (12) решение уравнения 

Ъ = Ч- (14) 
Из равенств (13) можно найти все постоянные интеграла 

г=Уп 

кроме аддитивной Ь{; равенство (14) представляет результат исклю
чения из уравнений (13); так как (14) дает а,, ясно, что из урав
нений (13) можно найти все постоянные, входящие в К„ и а,. Так 
как (12) удовлетворяет каждому из уравнений (11) и (И*4), г есть ре
шение уравнения (10); уравнения, соответствующие (5) и (5'), по 
выясненному дают возможность найти все постоянные, входящие 
в К 0, У1г • • ., У!:, число которых п — к—1 и постоянные 
о,, а2, . . . , а л , число которых к; последней постоянной в (12) яв
ляется а0; значит г действительно полный интеграл уравнения (10). 

Для системы (11), (ПО равенство (12) служит полным интегра
лом. В (12), именно, кроме аи • •., ак, имеется еще п — к произ
вольных постоянных; число же произвольных постоянных, входя
щих в полный интеграл системы из к~\-1 уравнений равно 
п—к — 1 + 1 = п — к. 
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Обратно, всякий полный интеграл системы (11), (11') служит 
полным интегралом уравнения (10); удовлетворяя уравнениям си
стемы (11) и (11'), он удовлетворяет и уравнению (10), которое 
является следствием уравнений системы. 

Первый и третий примеры § 58 построены при помощи указан
ных соображений. 

Рассмотрим еще один пример, заимствуя его из книги В. Г. Им-
шенецкого. 

* П р и м е р . Найти полный интеграл уравнения 

Отыскивая вместо г уравнение, его дающее, 
№(ху, х2, хп, г) = 0 

и обозначая через р,, р.2, р3, р± производные от IV по хи х.2, х3, г, 
получаем для Р / уравнение 

гр^ = ^ + х2р2 (Р± + рЛ+х2*х9ъ*. (15') 
Л."1 / 

Переменные (г, р 4 ) и (х.2р2) отделяются от остальных. Положив 
хр? — а 4 , х.2р2 = щ, (16) 

получаем уравнение 

. а-2 Г а?Ръ ~\~ а2х3 = а 4. 
Ху Ху 

В последнем уравнении пары (ху, ру), (х3, р3) также отделены. 
Его интеграл значит найдем, положив 

О 
— b а2 - ^ i - = а,, а2р3 - f а 2

2л- 3 = а 4 — ау. (16) 
Ху Ху 

Полные интегралы уравнений (16) и (16') соответственно: 

W= 2 VaTz +- ¿ 4 , W= a, log x2 + 6,, 

2 1 ' 3 ay 
iv7 « 4 Oy a2- „ , W = x3 7- A-3

2 - j - as a2 z 
значит 

W = 2VaiZ - f a2 log x.2 - - " | ^ - f J - | / " ^ + G l . i - : ^ + 

I ° 4 а \ 0-2" ч | 
Н *з — ^ - Д - з - Н - а з -

Приравняв 1^ нулю и заменив а 4 единицей, легко убедиться, что 
из уравнений (3), (5) и (5'), соответствующих найденному интегралу, 
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можно найти аи а.2, а3. Значит то z, которое таким образом может 
быть найдено, полный интеграл уравнения (10). 

Положим теперь, что в более общем случае система (1) из т 
уравнений может быть заменена системой из тг уравнений, распа
дающейся на несколько замкнутых систем, связывающих группы 
пар (9) таким образом, что пары некоторой группы, встречающиеся 
в одной из систем, не встречаются в других. Положим, что новая 
система зависит от ту — т параметров таким образом, что, 
с одной стороны, эти все параметры могут быть найдены, с другой 
стороны, старая система (1) получается исключением этих пара
метров. 

Тогда полный интеграл новой системы вместе с тем и полный 
интеграл старой; при этом такой полный интеграл может быть 
найден сложением правых частей полных интегралов отдельных 
систем и заменою суммы аддитивных постоянных одною. 

Например, переписав систему § 109 в виде 

й . £ 8 - 1 = 0, * L £ i _ l s = 0 

мы можем заменить ее системой 

Р± — а £ » — i . Р±— а 

— "и „ i — «2» 
л-, л - 3 О, Хо 

Полные интегралы отдельных систем: 

1 1 

Полный интеграл данной системы: 

Z ~ 2 X l H 2 a, + 2 1 2 

113» Нахождение решений по полному интегралу. Давая 
в равенстве (3) или (3') постоянным am¿_v ат+2> ап> а Р а з " 
личные значения, мы получаем различные решения системы (1). 
Но кроме этих решений, как и в случае одного уравнения, из 
полного интеграла можно получать решения, заменяя аргументы 
а т + 1 , ап, а функциями от хи хп. 

Остановимся, для определенности, на случае, когда система (1) 
приведена к виду (2), а полный интеграл дан в виде (3). 

Уравнения (2) получаются путем нахождения am^v ап, а 
кз уравнений (3) и (5') и подстановкой найденных значений в урав
нения (5). 

Значит, если мы вместо a m + l , . . ., ап, а подставим в (5) та
кие функции от хи х2, ..., хп, чтобы равенства (5) и (5') остава
лись справедливыми, z останется решением системы. 

BL — JL. 
х4 а 2 

2 = у я-*уЧ-а 3 , 
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Дифференцируя (3), не считая а.т+1, ап, а постоянными и 
заменяя с1г его значением, имеем 

р^х, -)-... -\-рпс1хп 

•йа т+1 (17) 

При наличии равенства (17) равенства (5) и (5') остаются спра
ведливыми, если , 

д У л дУ , . дУ у 
1т + 1 

Из последнего равенства, как в § 59, мы можем заключить,, 
что аргументы (4) связаны, вообще говоря, по крайней мере одной 
зависимостью. Действительно, подставляя в (N13) вместо диффе
ренциалов этих аргументов их значения и приравнивая нулю ко
эффициенты при с\х„ а1хп, получаем 

да„,л , . йу да,, , дУ да дУ 
да, 

дУ 

т + 1 дх1 

да т +1 

дап дх, да дх, 

дУ да,, , дУ да 

= 0 

' (18) 

:0 1 да,, дхп да дхп 

Из равенств (18) заключаем, что или все определители порядка 
п — т 1 таблицы 

< Ч в _ м д а п да 
дх, ' *"' дх, ' дх1 

да 
дх., 

да,, 

равны нулю, или справедливы равенства 

дат+1 ' • ' да,, 

да 
дхп 

<Ж 
да 

(19) 

= 0. (20) 

Если справедливы равенства (20), то найденное решение мы 
будем называть особенный. 

Если равны нулю все указанные определители таблицы (19), 
то аргументы (4) связаны по крайней мере одной зависимостью, 
что мы и утверждали. 

Положим, что они связаны к -\-1 зависимостями 
а = Ъ(ат+1с + 1, .... ап) 

1т +1 — '\п +1 ( а т 4- к +1> " - - ' с«) 

гт-{-к~ + к ( а « > + к +1» ' "> а « ) * 

(21) 



272 Гл. IX. О полном интеграле Лангранжа в случае системы 

Нахождение значений a,am+i} а„ тогда не представляет 
уже затруднений. 

Считая, что зависимостями (21) исчерпывается вся связь между 
аргументами (4), подставляем в (NB) вместо аргументов (4) их зна
чения (21) и приравниваем нулю коэффициенты при 

dam + k + 1, . .., daa. 

Мы получаем равенства 
дУ дй дУ дйт+1 ^ 
да д а т + п + 1 дат+1 дат+к + 1 • 

+ ... | W дЬ™+* ) дУ = 0 

дат+к дат+к + 1 óam+k + 1 

дУ дй , дУ 

(22) 

да дап

 1 дат+1 да,, 

+ ••• -Ъат+]1дая 

Присоединив к этим п — т — к равенствам (22) равенства (21), 
мы находим всего п — т-\-1 равенств, из которых могут быть 
найдены, вообще говоря, все аргументы (4). ' 

Таким образом мы можем составлять различные решения си
стемы (2), пользуясь возможностью вводить в рассмотрение различ
ные произвольные функции. 

Отметим, что число равенств (22), которое можно выбирать 
произвольно, не характеризует выбранного решения, а зависит от 
формы полного интеграла (3): для получения одного и того же 
решения из различных полных интегралов приходится иногда 
давать к различные значения. Это обстоятельство достаточно 
разъяснено в § 60 для частного случая одного уравнения. 

Заменив в (3) параметры а, ат + 1г • • •, ак их значениями (21), 
мы получим семейство поверхностей в пространстве я-4-1 измере
ний, зависящих от п — т — к параметров. Формулы (22) показывают, 
что найденное решение определяет огибающую этого семейства. 

В качестве огибающей, найденное решение есть геометриче
ское место многообразий, образованных точками, принадлежащими 
поверхности (3) и смежными с нею. Измерение этих многообразий 
колеблется от т в случае, когда число уравнений (21) равно 
одному, до п — 1, когда число этих уравнений п — т . 

114. Характеристическое многообразие. Положим, что замкну
тая система дана в виде 

?1 = Р\ " Л = °> • • • > ?т = Рт — /» = 0 (2) 
н известен ее полный интеграл: 

г = У(хь х2, • хп, а т + 1 , .. ., а,„ а). (3) 
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Задание уравнений (2) равносильно заданию п -\-1 уравнений 
уравнения (3) и уравнений: 

дУ дУ 
Рх = ~ » • • • > Рт = \ дху ' 

дУ 
Рт + 1 дх 

Я1+1 

(ЭК 

(5) 

(5'У 

Напомним, что из уравнений (3) и (5') могут быть найдены 
аргументы ат + 1, . . ., ап, а] иначе (3) не было бы полным интег
ралом. 

Положим, далее, дано не особенное решение системы (2): 
г = Ф(хи дг9, хп), (23> 

т. е. дана поверхность в пространстве, число измерений кото
рого п - ( - 1 . 

Решение (23) может быть получено из полного интеграла (3). 
если мы сняжем аргументы а.т + 1, а„, а некоторыми зависи
мостями, число которых колеблется от 1 до п — т-\-1. Положим, 
что эти аргументы (4) надо связать к-\—1 зависимостями 

а = О (я « 4 - 1 + 1, • • • , « „ ) 

а,„ + 1 — % , -|- 1 {(7,:,+ к + 1' 

ш + к 

я а„) 

т + к\"т + к + ц • • •. а„) 

(21) 

На основании сказанного в прошлом параграфе задание реше
ния (23) равносильно заданию уравнений 

г=У(хи ...,х„, а „ [ + 1 , . . . . а„, а) 

> « 3 с ш + 1 ^ т о + 1 ( А > « 4 4-* 4-1' 

дУ дЬ дУ щ + 1 

* а д а т + к+1 ' 

+ VI + к дУ 
д а т + к даш. + к + 1 

+ дУ 
да 

= 0 
ш + 1 + 1 

дУ дЬ дУ 
да да., да то + 1 да,, да т + к 

дЬ*ч-* | дУ _п 

да., ~ Г с * а ~ ~ и 

(23,) 

18 Н. Гга̂ тор. 
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Решение (23) получается из (23,) исключением п — т-\-1 па
раметров (4). 

Заменим систему (23,) другою, вводя в рассмотрение новые 
7г — т параметров и связывая их тут же новыми п — т уравне
ниями. Ясно, что система (23г) равносильна системе 

г = У(хг, х2, • • л-„, а,„+„ . . ., а,„ а) 
дУ 
оа 

л - д у - о д У ь дУ 
да,, О 

а = +*+1> • • - «„) 

а,»+л — у».+/.• ("«.+/,-+1. • • •. а „ ) 
^» , дК 

( (23.2) 
; м -г 1 

— + 1 Лп ~ 
& а » , + /,1-1 

-Г К 

да,, 
о!) 

+1 да,, (а„ 
-\-Ь„ 

Мы можем, именно, считать, что на данном решении производ-
дУ « 

ная да не равна нулю; параметр а ничем кроме своего обозна

чения не отличается от других параметров ат+,у входя
щих в (3), и мы можем, следовательно, за а взять тог, для кото-

дУ 
рого производная -— не нуль; одна же из производных 

Оа дУ 
да,, + 1 

дУ_ 
" ' да,, 

дУ_ 
да 

наверное не нуль, так как иначе решение (23) было бы особен
ным, чего нет по предположению. 

Исключая из уравнений (23.2) параметры 0,,,+!, . . .,а,,,Ьт+1г.. .,Ь,, 
мы получим поверхность (23). Приступая к этому исключению, мы 
исключим сначала из уравнений (232) первой и второй строки па
раметры ат+и а,„ а- Мы получим п — т -{-1 уравнений, зави
сящих от п — т параметров Ьт+Л, Ь„. Эти уравення, зависящие 
от п-{-1 переменных 

2 , ХЦ • • I х„ 
определяют в пространстве измерения п-\-1 некоторое многооб
разие измерения 

п-\-1 — (п — т-\-1) — т. 
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Итак, мы определили некоторое многообразие Ат измерения т, 
зависящее от п — т параметров Ьт+Х, ... , Ьп. 

Так как исключение этих параметров приводит к поверх
ности (23), поверхность (23) есть геометрическое место много
образий Ат. 

Многообразие Ат мы будем называть характеристическим 
многообразием, расположенным на решении (23). Семейство ха
рактеристических многообразий, расположенных на некотором ре
шении системы (2), зависит от п — т параметров. 

Введем теперь в рассмотрение семейство многообразий С„, 
измерения т, зависящих от 2 (п — т) - р 1 параметров и опреде
ляемых теми уравнениями (232), которые находятся в первых двугс 
строках: 

г= У(хх, хъ . . . , х,„ а т + х , .. ., а.,„ а) 
дУ 
да 

дУ 
: + 1 1 да,, +1 

О, д - * 
дУ 
да,, = 0. (24) 

Примечание. Рассуждая как в § 62 и 69, мы можем убе
диться, что параметры Ьт+г, Ьп независимы от пара
метров ат+х, • .. , ап, а. 

Предположение, что существует зависимость вида 
ш(Ьт+1> ••• > К, а т + х , . . , а,„ а) = 0 

равносильно предположению, что из функций 

дУ_ 
да да. 

дУ 
' да,, 

можно исключить хи х.2) . -., хп. И з равенства же нулю опре
делителей таблицы 

д*У д'*У д*У 
дадх/ дат+хдх; ,ш"'дапдх, 

вытекает, что из производных 
дУ 

(г = т -4-1, . . . , п) 

дх„ + 1 дх„ 

могут быть исключены все постоянные а, ат+х, •.. , а„, чего 
нет, если уравнения системы зависят от г. 

Если уравнения системы не зависят от г и а — аддитивная 
постоянная, то исключение хт±х, ... ,хп должно выполняться 
из одних функций 

дУ 

\ 

откуда якобиан 

да,„+х 

дУ 

дУ 
да,. 

дх„ + 1 

дУ 
' дх„ 

;+1> 
равен нулю, чего нет. 

18* 
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Из доказанного ясно, что из уравнений (24) второй строки 
можно найти п — т аргументов из х„ х%, . . . , хп и что (24) 
действительно многообразие измерения т в пространстве 
п-\—1 измерений. 

Многообразия Ст мы назовем характеристическими многообра
зиями системы (2). 

Выразив в них а, я+. 1, • • • , ап, а некоторым образом через 
Ьт+и . .. , Ъп, мы преобразуем многообразия Ст в многообра
зия А„„ лежащие на некотором решении системы (2). 

Если мы в уравнениях (24) заменим а„,+1г . . ., а,„ а, Ьт+и. • • , Ьп, 
какими-нибудь функциями от некоторых п — т параметров, ска
жем ит+и и,„ то мы обратим Ст в некоторое многообра
зие, зависящее от п — т параметров. Возникает вопрос, каковыми 
должны быть указанные функции, чтобы полученное многообразие 
было некоторым Ат, т. е. многообразием, расположенным на неко
тором решении системы (2). 

С таким вопросом мы уже имели дело в случае, когда т,— 1 
в § 69. Для того чтобы полученное из (24) многообразие было 
некоторым Ат, надо чтобы после исключения параметров 
ит+и . . . , ип получалась определенная функция г и чтобы эта 
функция стала решением системы (2), т. е. чтобы г и ее про
изводные удовлетворяли системе (2). 

Производные р„ ... , рп от г это то, что находится из урав
нения 

Ах = р,а!х, -[-• р., с!х2 + ~- р,,с1хп. (25) 

Уравнения (2) соблюдены, если соблюдены уравнения , 

х= У (х-, х.,, . . . , х,„ а„4 

дУ 
р" = д~х~ 

дУ 
Р"' + 1='дх~ 

1-1, • • • ' А , „ А ) (3) 
_дУ 

(5) ~ бхт 

(5) 

дУ 
(5') Р'~дх,/ (5') 

+1 

Первое из этих уравнений соблюдено, так как| оно первое из 
уравнений (24). 

Дифференцируя его, имеем 

л л I I А дУ , , , дУ . . 

, дУ , , , дУ , , дУ 1 дат + 1

 + 1 1 1 бап

 1 да 

Из последнего равенства ясно, что уравнения (3), (5) и (5') 
соблюдены тогда и только тогда, когда 

Д У А I [
 Д У 4 I Б У

 Л О / М П 
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т. е., вследствие вторых уравнений (24), тогда и только тогда, 
когда 

da = Ьт + ,dam + г + . . . - f b„dan; (25') 
d V ч- п 

как мы указывали выше, можно, именно, считать, что U. 
Итак, замена в многообразиях Ст их параметров 

c m + u а„,+2, а п , а, Ь т + 1 , . . . , 6„ 

функциями от некоторых п — т параметров um+v • • ., ип преобра
зует семейство Ст в семейство Ат тогда и только тогда, когда 
соблюдено условие (№). 

При соблюдении условия (25') исключение параметров 
, ... , ип даст решение системы (2), если результатом этого 

исключения будет одна зависимость между z, хх> хг, . . . , х„. 
Основываясь на данных определениях, можно, однако, думать, 

что состав семейства многообразий Ст или многообразий Ат за
висит от выбранного полного интеграла. 

Мы докажем, что это не так: выбором интеграла обусловлен 
только выбор параметров семейства и, следовательно, только вы¬

. бор элементов, характеризующих отдельные многообразия се
мейства. 

Подобно тому, как мы сделали это в § 62 и 70, мы установим 
именно, что характеристическое многообразие Ст может быть най
дено интегрированием системы в полных дифференциалах, вполне 
определенной, как только дана замкнутая система (2). Мы откла
дываем на несколько параграфов вывод этой системы, чтобы 
поставить его ближе к ее непосредственным приложениям; в бли
жайших же параграфах мы разберем несколько вопросов, позво
ляющих решать задачи по данному полному интегралу. 

115. Интегральный элемент. Когда дана интегральная поверх
ность—решение системы (2) — то всякая точка ее определяет не 
только ее координаты xlt дг2, . .. , х „ , z, но также и коэффициенты 
касательной плоскости к этой поверхности, т. е. производные 
Pv Р2> • • • » Р„ от z п о *1> *2> • • , хя. 

Совокупность чисел 
M ( .v t , х2 , .. . , лп , z , pí  , р2 , . . ., рп ) (¿b} 

• называется интегральным элементом системы (2), если эти числе 
связаны соотношениями: 

Pl / lv*l У x2' • • •» S i ' z > Pm + V •••> Pn >—u 

(27) 
(01 г ( (0) («1 (0) (0| (0) (0)\ п 

Рш—1тКХ1,хг> • • • » • * „ »
 2

 > Рт+1> • • • , Р п ) = 0 
Т е о р е м а 1. По интегральному элементу можно, вообще 

говоря, найти проходящее через точку т (х[°\ х^2\ х®\ 
характеристическое многообразие измерения т некоторого реше
ния, содержащего элемент М^°\ 
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Положим, что 

да 

У(г г У пт пт а{">\ 

— А(, |) 4-
(0; I 

дУ ,,.« , дУ дУ ( о ) , ¿ 1 / _ 
и> • • • > -ч (о\ °п I "V (о) и 

да™ ' " да ( 0 ) да! 
«I +1 " ~ п 

уравнения искомого многообразия. Знаками 

дУ дУ дУ 
дат 

(28) 

д ' даГ 

как и раньше, мы обозначаем результаты замены в соответствую
щих производных от У аргументов а, «„,+!, • • • , а„ их значе-

(<П (0) 
ниями а' •, ат+1, 

Многообразие (28) должно заключать точку /п 0 , т. е. должны 
быть справедливы равенства 

' Г ш +1 > • >
 а „ . > а ) 

/ дУ 
^ / " ^ [ д а » , ^ ! » 

в которых знаками 

= 0, 

( да)0'-

да /о » ^ 1<Ч,/о 

дУ_ 
да,, / о 

(28') 

обозначены результаты замены в соответственных производных 
т г (°) (<•> 

от ^ всех аргументов дг„ я, числами х{ , а\ . 
Когда известны числа ат, а ^ ' + 1 о^', . . . , можно на 

бесчисленное множество способов подобрать функции О, 
О^,^ , . . . , '\,4-^ в уравнениях (232) так, чтобы эти числа им удо
влетворяли. Выбор функций 0 приведет к нахождению функций а, 

(0) \ (0) 
ат+1У • • •, ап» значения которых в точке т равны ат+1, . .. , а , 

(->) 
а и которые удовлетворяют условию: 

д_ 
да, 

Д У А I дУ , , , дУ , . дУ , л / ю ч 
« « » 4 - 1 + д а аат + 2 + • • • + ~ ~ йа„ + ^ - а1а = 0. (№) да да т-г1 " и т + 2 

Вследствие этого 

*= У(*1>х» хп, а ш + „ а . ш + 2 а „ , а) 

решение системы (2). 
На решений (29) вследствие условия (РВ) имеем 

(29) 

о, = 
дУ 
дхг' Р2: 

дУ_ 
дх*' Ри 

дУ 
' дх' 
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а значит, должно быть 
т_(дУ\ (0)_ 

х^=У(х?,х[\ а ^ , . 

дУ 

(0) , < С а ( 0 ) ) 

279 

(30) 

Уравнения (30) не зависят от того, как выбраны функции 
а ш -м, • • •» ^» и составленное решение, но вполне определены за

данием интегрального элемента. 
Пользуясь уравнениями (30), можно, вообще говоря, найти 

а и , + 1 1 • • • ' а ! ' ' а ( ° ' ' м ы говорим „вообще говоря" потому, что 
в этих уравнениях хи . . ., х,. имеют частные значения; если бы 
они оставались произвольными, то искомые числа можно было бы 
найти наверное. 

Найдя а^' + 1 , а?\ ищем Ь^+1, по уравнениям (28') 
второй строки и подставив все найденное в уравнения (28), соста
вляем искомое многообразие. 

Про найденное многообразие условимся говорить, что оно про
ходит через элемент М ( 0 ) . 

,(0) л(0) д(0) £(0) Если чисел а' )° 1

)

+ 1 , ап, а , Ь„ •>т+\» • •• ' " п

 н а й т и нельзя, мы 
будем, называть интегральный элемент особенным. 

Из доказанной теоремы как следствие получаем: если два ре
шения системы (2) имеют общий не особенный интегральный эле
мент, то они имеют и общее характеристическое мнсгообразие 
измерения т. 

& ~ 116. Интеграл М{п-"г)- Следуя параграфу 72 назовем интегра
лом М " - ' " ) многообразие п — т измерений: 

*1 = \ ("»«+!' ит+2' • 

( " ш + Р "»,-)-!• • 

хп = {} 
п ( и т + Р и , » + 8 > • 

X = 8 
("™ + 1» "»14-2' - ••> ип) 

Р1 = Р\ ("«+!> и и + 2 . ' • •> »») 

Рп = Рп ( " « + ! • "))!-(-2' ' 

(31) 

если соблюдены условия: если функции (31) тожественно удовлет
воряют уравнениям 

<?1 = Рх — Л = 0, . . . , ? И 1 = Р т — / ш = 0 (2) 
и если 

<1х = ^с/л:, + /?2адг, + . . . рп<1хя. (25) 

Про первые п-\-1 равенств (31) мы будем говорить, что они опре
деляют основание интеграла Л/*" -'"'. 
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Мы показали в § 72, что если д-1, д-2, . . ., хп зависят от к па
раметров, то вследствие (25) основание также зависит от к пара
метров. Говоря об интеграле М^п~тК мы не предполагаем, что 
основание зависит именно от л — т параметров и не исключаем 
случая, когда это основание зависит от меньшего числа. 

Т е о р е м а . По основанию, вообще говоря, можно найти инте¬
грал М 

Для нахождения М*" - '"', когда надо основание, надо искать 
только ри ра, . . . , р„. 

При доказательстве теоремы мы выделим и рассмотрим отдельно 
случай, нужный нам при решении задачи Коши, в котором осно
вание зависит от ?! — т параметров. В этом случае условие (25) 
дает п — т зависимостей, связывающих искомые элементы: 

dum+1

 A<4)4-i • " ' Рпдиш+1 

~Pi-^r- - г ••• -ТР., 

} (32) 

Присоединив к ним т уравнений (2), мы получим п уравнений, из 
которых, вообще говоря, можно найти все искомые п аргументов. 

Когда же основание зависит от к параметров, где к < п — т, 
то в системе (32) всего к уравнений; присоединение к ней т урав
нений (2) дает возможность найти только т -\- к из аргументов 
ри р 2 , . . . , р „ , оставляя п — т — к из них произвольными. 

Последнее обстоятельство обнаруживается и в случае, когда 
к = п — /л, если якобиан, соответствующий уравнениям (2) и (32), 
обращается тожественно в нуль. 

Оставляя в стороне случай, в котором" уравнения (2) и (32) 
противоречивы или не дают для р 1 ( р 2 , . . ., р„ голоморфных на 
основании интеграла (31) решений, мы назовем характеристиче
скими все случаи, в которых из системы уравнений ^2) и (32) 
нельзя найти определенных значений для ри р 2 , ...,р„, а также 
случай, когда голоморфные функции ри р 2 , . . . , р„ обращают в нуль 
указанный выше якобиан. 

Обобщая данное определение, мы можем называть интегралом. 
системы (2) совокупность значений 

X,, дг2, . . ., хп, z, pi , р 2 , • . •, р,„ 

если они образуют многообразие 5 измерений, удовлетворяют урав
нениям (2) и связаны зависимостью 

dz — p i dxy 4- р 2 dx2 - j - . . . - j - p„ dxn. 

117. З а д а ч а Коши. Сказанное до сих пор позволяет решить 
задачу Кощи, поставленную в § 107. Соответственно сказанному 
в прошлом параграфе мы можем поставить ее следующим образом. 



§ 117. Задача Коши 

Найти то решение системы (2), в котором, если 

Х \ ~ (Хт+1> Хт+2< • • •» - О 

х = 1 1 (х ш V-'m+i» 2» 
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(33) 

искомая функция г равна 6 (хт+1, . . ., ДГ и ) , И Л И , давая ей более сим
метричный вид, найти то решение системы (2), которое заключает 
данное многообразие измерения п—т: 

&1 (Um+1> um+s' a n> 

•••>UJ 

*m+b u m + 2 ' - - - ' ui) 

(33') 
•*« = ° п (""«+'' и,> 

г
( 0 ) = а (и 

Для решения задачи поступаем так: ищем по данному основа
нию (33') интеграл Л / ( " _ т ) по правилам прошлого параграфа, 
т. е. присоединяем к функциям (33) функции р(

±°\ . . ., р^ тех же 
параметров и,„ + 1 , •••> ип, удовлетворяющие уравнениям 

Pi 
(0) ( U = 0, . . . , ^ - ( Л я ) 0 = 0 j 1 

-В последних уравнениях знак (/,)0 обозначает результат замены 
в /, всех аргументов соответствующими им аргументами со знач
ком (0): 

( { \ — { „«» (0) (ок 
иг/О — Н \ х \ > л 2 > - ' • ' > 2 » ' • • ' / • 

Найдя интеграл М^ъ~т\ ищем характеристическое многообра 
зие Ат, определяя параметры ат4_1, . .., ап, а, £„|+1, . . ., Ьп по фор
мулам : 

(34) 

г = Т / / (0) (о) (0) (0) 
° » > а )» 

(35) 
(01 [дУ \ • (0) / дУ \ 

и «t (°) (0) (0) А (0) ,(oi 
Найдя a m + 1 , . . ., ап,а о m + 1 , . . ., 6; в функциях от аргумек 

тов иш+1, ...,ип, составляем многообразие Ат по формулам: 
Л7( С) (о) (он ) z = У\х„ х<2> • хп, ayJ+1, . . ., a)t, cf ) | 

BV (0) 

да (0) ш+1 

, дУ _ =-0, 
(36) 
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и исключаем из п — т -{-1 уравнений (36) п — т параметров 
ип- Если мы при этих выкладках не натолкнемся при 

определении р[°\ на характеристический случай или на 
случай, когда нельзя найти голоморфных решений для этих аргумен
тов, а также на особенный случай при нахождении а'0 ), а ' ° ' + 1 , • . . , 

(0) 1(0) ¿(0) о "„ 
о. , ош+1> • • •> Ь.п; наконец, если из уравнении (36) второй 
строки окажется возможным найти параметры и,ш_А_и ип, то 
исключая их из первого уравнения (36), мы получим г как функ
цию от х1} л-о, . . . , х„, которая будет искомым решением системы. 

Действительно, полученная поверхность, как геометрическое 
место многообразий (36), заключает основание (33'), так как ка
ждое многообразие (36) в отдельности его заключает; далее мно
гообразие (36) есть характеристическое многообразие Ат. 

Вследствие того, что 
2 = V (х1У *а, . . ., х„, аш+1, . . ., ап, а) (3) 

•полный интеграл системы (2), подстановка ат±{, ап, а, най
денных из уравнений (3), (5'), в уравнения (5) обращает их в то
жества. Следовательно, из справедливости уравнений (35) средней 
•строки вытекает справедливость тожеств 

Продифференцировав первое уравнение (35), на основании этого 
-заключаем, что 

Воспользовавшись уравнениями (35) третьей строки, находим: 

•что вследствие вторых уравнений (36) дает 

т . е. указывает, что соблюдено условие (N5) § И З . 
118. Уравнения д л я многообразия Ст- Предполагая попрежнему, 

что мы имеем дело с замкнутой системой, решенной относительно 
т производных: 

?! = Pi — U — 0, ?а = Pi ~ Л = 0» • • • > ?». = Р» —Л, = 0 (2) 

решим уравнения 
z = V(xv x v . . .,хп, ат+1,\ ..,ап, а) 

(24) 



§ 118. Уравнения для многообразия С 283 

определяющие характеристическое многообразие Ст, и уравнения 
dV dV ф 

относительно постоянных аш+1, ...,ап, а, Ьт+1, ••-,Ьп. 
Положим, что решая первое уравнение (24) и уравнения (5'), 

мы получим: 

) | + ] (xlt х.,, xv, z, pm+l, . . .,pn) = a, j 

(37) 

Ф 

и что остальные уравнения (24) дают 

Ф , Н . Ш . И ( * 1 . * 2 , • * „ , Z , Pm+i, • •••Р,:) = Ьт+1  

Ф 2 . , ( * 1 » Х2> • • • ' Д ' н ' Z> Рш-i-V • • • I = Ь » 

Функция Ф,,^- получается из 
d V 

(37') 

6<a,. 

т/ 

исключением а 1 Н + 1 , . . ., а при помощи уравнений (37). Обозна-
^ чая знаком (/•*) результат такого исключения из некоторой функ

ции Р, мы можем писать: 
Ф = _ im. т 

Функция г, данная первым уравнением (24), удовлетворяет каждой 
паре уравнений 

с?, = 0, (г = 1, 2, . . . . т ) , Ф, = а,-, (; < я 4-1). (38) 
Следовательно, по доказанному в § 101, она удовлетворяет и 
каждому из уравнений: 

Щ дФ}. ^ 1 [<Ь, (дФ, ' дФЛ 
[?- ф>]=~дх7+Р1 + Z № \ _ ь Рл• "зт; -

~~др;.171; | = 0 ' 
а также каждому из уравнений 

(39) 
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обозначая знаком { } результат исключения ри р2, • . . ,р ,„ при по
мощи уравнений (2). 

Левая Чсгсть последнего уравнения зависит, однако, кроме не
зависимых переменных, только от 

2, Р т + 1 , . . . . р„; (40) 

последние же аргументы зависят существенно от . . . , ап, а 
и из них эти постоянные исключены быть не могут. Значит, 
исчезновение этих постоянных из результата замены в (39) г его 
значением возможно только при условии, что (39) от аргумен
тов (40) вообще не зависит и, следовательно, равна нулю тоже
ственно. 

Из сказанного ясно, что функции 
ф „ ,+ . . • • • . * „ , ф , - и (41) 

удовлетворяют системе уравнений 

д_Ф 
"7' дг + £л \ *Р* \ дхГР:- 0г ) ' ОРА с1.ч\ ~ 0 ' 

1;-т~-\ 
0"= 1, 2, т) 

(42) 

от п + (п — независимых переменных 

х,, л'2, . . ., ха, г, рш_|_ (, • • •, рп. 

Докажем, что функции 

Ф , , Ф 

также удовлетворяют этой системе. 
Положим для упрощения выкладок 

дУ 

~да~ 

к вычислим скобку ['•?;, Ф„4;]-
Пользуясь свойствами скобок Якоби, получаем 

./=«+1 

^=г«4-1 ^ 

и, так как по доказанному 

![?,- Фу] 1 ^ 0 , 
окончательно: 
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Но 
к=п 

п+з X 1 д'ь д'К, 

к=1 

2ду ( с>21/ \ д к / 
дрА. дадл-А. }дал \ZjdPk 

к=1 I \ к=\ 

д*У дУ 
дархк ] да 

Заменив в <?,• = 0 неизвестное г через V, мы получим тожество. Диф
ференцируя это тожество, находим 

~ до, д*У д^дУ_0 \ Ч до, д*У до, дУ _ р 

дрА. да дл-А. ' дг да ' дрл. да$хк ' дг да,- — ' 

понимая под г, р„ ...,рп функцию V а ее производные; значат 
при таком понимании аргументов г, р1г . . .,/?„: 

Ь ^1 = 0. 

ы дК д У 
Исключение из -з , . . . , 5 — , и аргументов а т , ] , . . . , ап, а, однако, 

0Хт-И 0 Х п ^ 
* д У д У / / восстанавливает р , н + 1 , ...,/>„> г и о б р а щ а е т ^ , ., — в / , , . . . , /„„ 

давая выражения производных Ри---,р„, через г, ртЛ_,, • • •, р,. 
Значит 

и так как из аргументов (40) исключить ат+1, . . ., ап, а нельзя, то 
последнее выражение равно нулю тожественно. 

Следовательно \ 

{ К Ф„+,-] } - о, 
что и требовалось доказать. 

Система (42) должна быть замкнутой. Если бы она не была 
замкнутой, то она допускала бы менее 2(/г — т) ~\-1 алгебраически 
независимых решений, тогда как нами установлено, что ей удовлетво
ряют 2(п — т)-\-1 алгебраически независимых функций (37) и (37 ). 

Алгебраическая независимость функции (37), (37') установлена 
нами в примечании § 114. Если бы они были связаны зависимо
стями, то можно было бы установить равенство вида 

что, по доказанному в том параграфе, невозможно. 
Будучи нормальной, система (42) якобиева. 

file:///ZjdPk
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Вспоминая сказанное в § 49 и 50, мы видим, что интегриро
вание системы (42) равносильно интегрированию системы в пол
ных дифференциалах: 

¿ = 1 \ к = 7)И-1 
* = м 

2 до 
д£<!х> ( Ь т + 1, . . . , п ) \ (43) 

г — ш 

¿=1 

Равенства (37), (37 ) не что иное, как интегралы системы в пол
ных дифференциалах (43). 

Из сказанного ясно, что нахождение характеристических мно
гообразий С„, нами сведено к интегрированию системы (43) в пол
ных дифференциалах. Систему (43) можно назвать системой урав
нений, определяющих характеристическое многообразие С,„. 

Таким образом высказанное нами в § 114 утверждение о неза
висимости многообразия Ст от выбранного полного интеграла можно 
считать установленным. 

Отметим, что в частном случ е т — 1 система (43) обра
щается в 

и, значит, не отлична от системы 

= = = _^£л = _ <?Рк 
1 '"' до ' ' ' до да 

^ дхь~^Рк~д1 

определяющей характеристические линии уравнения 
? = Р 1 — / = 0 . 

В заключение подчеркнем еще раз, что решения системы в пол
ных дифференциалах (43) находятся из уравнений (37) и (37') ре
шением IX относительно неизвестных системы. Так как уравнения 
(37) и (37') можно считать найденными, как только составлены 
уравнения (24), т. е. как только найден полный интеграл си-

к=п 

к - 2 г " 
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стемы (2), то можно считать систему (43) полностью проинтегри
рованной, как только найден полный интеграл системы (2). 

Это замечание имеет некоторое значение при приложении ме
тод, основанных на интегрировании системы (43), изложению которых 
будут посвящены следующие ближайшие параграфы. 

119. Обобщение методы Коши на случай системы. Подобно 
тому, как интегрирование системы (43,) привело нас в главе седь
мой к решению задачи Коши в случае одного уравнения, интегри
рование системы (43) может привести к решению этой задачи 
в случае системы. 

Вспомним процесс, описанный в § 117. Применяя этот процесс,, 
надо прежде всего по данному основанию (33') составить инте
грал М'п~т\ Этот интеграл можно составить, если мы не натолк
немся на характеристический случай; в последнем случае вместо 
интеграла М^1~"^ может обнаружиться интеграл М'"\ з > п — т . Найдя 
лл(п-т) (0) (0) (0) ,(0) ,(0) 
М , мы должны искать значения а ,„ + 1 , • • •, ап , а , от+г, . . ., Ьп 

как функций от параметров ит±_х,. . ., ип, через которые выражены 
элементы данного нам основания. Для этого надо пользоваться 
уравнениями (35), которые получаются из уравнений (24) и (5 ) 
прошлого параграфа заменою в них всех аргументов соответ
ствующими аргументами со значком (0). Так как уравнения (37) 
и (37') простое преобразование уравнений (24) и (5'), можно по
лучить уравнения, равносильные уравнениям (35), выполняя в урав
нениях (37) и (37') указанную замену всех аргументов соответ
ствующими аргументами со значком (0). 

Следовательно, мы получаем найденные в § 117 а ^ + 1 , . . . , а ' ( ° \ . 
(о) ,(о) ,Ь^, вычисляя их по формулам: •ш 4-1 ' • 

Ф , , (х(п) -(0) -(с) ~':о) -(0) 

••>Рп) — а , « 4 
(0) 

га+1' 

(0) ГОД (0) 
Рт+1> • • • • Р п ) — а п Ф ( Л х("] г-(0) 

Ф (л- ( 0 > г , 0 ) дг(0)

 2

( 0 ) о® о0))=а(0) 

Ф I (") „'0.1 V) АО) (0) го) 
•>Рп) 

.(0) 
•т+1 

Ф (хт г ( 0 ) 

2» V 1 » 2 ' 

„(0) 
Рт+1 ШК _ ,(0). 

особенный случай обнаруживается, когда левые части некоторых 
уравнений (37), (37') перестают быть определенными или конечными 
после указанной подстановки. 

После нахождения указанных аргументов, мы должны подста
влять их в уравнения 124); но уравнения, равносильные (24), мы 
получаем из (37) и (37'), исключая из них рт+.х, • • •. рп, так как. 
эти уравнения получены из (24) присоединением к ним уравне-
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ний (5'). Следовательно, мы можем получить уравнения, равно
сильные (36), из уравнений (37) и (37'), выполняя и них замену 
параметров а т + 1 , • • •, ап, а, 6 } П + 1 , • • •, Ьп найденными их значе-

Л°> „<т „(0) ,(0) ,{0) 
киями а т + 1 ! о„ и исключением р „ [ + 1 , • • •, />„ • 

Значит, уравнения, равносильные (36), получаются из 

Ф. 

= Ф 
1В+.1 С * " ь Л-2> • • •> хп' 2> Рт+\> • • •> Рп) — 

т+1 
.(°) „(О) (0) (0) (0) 

Ф„ ( д ^ , . . . , х, Р ш Н , ... ,р„) = 

-Ф ( г ( 0 ) .г ( 0 ) у(0> 2' "' п ( 0 ) -,<°^ 

Ф я + 1 ( У „ .га. • • • . < „ 2, Рт+1 р п ) = 
- ф ( ^ -О) „О» _<Р>\ 

н+1 1 > - ' • • • ' % л > * ' Гш+1> • • • > Р-1, / 

П+1П+1 V* 1 ( А , , Л" , 

(1)1 . (0) 
)1 + »1+1 (*1 . 

•« л'»> 2> Р,:,
 1 •. Рп) = 

Ю) (0) )̂ (0). 

(45) 

Ф 2 п ( * Р • • • ' - V 2> Р,и+Р • • • . Р Я ) = . 

— 4 2н ("Г1 > -*2 ' • • • ' 1 п > 2 ' Р.п + 1> • • • > Рп >' 

исключением р ш + 1 , р„. Так как в функциях Ф я мы имеем со
брание алгебраически независимых решений системы (42), уравнения 
(45) могут быть решены относительно Х т + у , . . ., хп, г, рт+и- ..,/>„ 
и приводят к равенствам вида: 

г , = ш,: (*1> Х2, ••> хт> к{0) (0) (0) (0) (0). 
кп > 2 > Рш+1> • • • Р-4 )> 

. ( г ' = т 4 - 1 , • • ., п) 
2 = 09 (л-15 .г2, • . . , х т , х

х , . . ., хп , х , р т + 1 , . . . , р п ) \ (46) 
и I >-(°) (0) (0) (0) (0К 

(г = т . . .,п). 

ЭТИ равенства можно было бы получить, интегрируя непосред
ственно систему (43) методой Коши по правилам § 54. 

Первые п — т -(-1 уравнения системы (46) дают требуемый 
результат исключения рт+1, • • •, рп из уравнений (45). 

Для окончательного составления решения, остается найти х 
как функцию от л . . ., хп исключая параметры и о т + 1 , • • • , « „ из 
первых п — т-\-1 уравнений (46). Последнее возможно только 
в том случае, если из первых п — т уравнений (46) эти пара
метры могут быть найдены, когда последнее невозможно, указан
ные параметры из первых п — т уравнений (46) могут быть исклю-
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чены, и мы получаем зависимость, связывающую одни независимые 
переменные. Если это обстоятельство не обнаруживается, г иско
мое решение, что вытекает из сказанного в § 117. 

Мы дадим еще одно доказательство, установив более общее 
предложение. 

Т е о р е м а . Если собрание 

М(Х[°\4\ Л я™, ...,РУ (47) 

есть некоторый интеграл системы (2), то собрание уравнений 
(45) вместе с данными уравнениями системы 

?1 = Р1 —А = 0, • . . . ?» = />«,—/* = О (2) 
определяют интеграл этой системы. 

Приступая к доказательству теоремы мы можем считать, не 
нарушая общности, что в интеграле (47) л^0', . . ., дг^ постоянные. 

Действительно, дав основанию вид 
* V = (хт+„ • • •. *„). ...,хт= Ът ( х т + 1 , х п ) , г = 9 (хт+1,... ,Хп)г 

мы можем х1 — Я „ дг2 — хт—$т взять за переменные неза
висимые. Замена переменных в уравнениях (45) и (2) меняет их 
в уравнения, соответствующие преобразованной системе. 

Для доказательства теоремы, вследствие соблюдения равенств (2), 
достаточно доказать, что 

йг = рх ёхх 4- . . . 4- р,4хп, (48) 

когда в последнем равенстве аргументы трактуются как функции 
от х1г . . ., хт, ит+1, или других возможных параметров инте
грала (47). 

Доказываемая теорема аналогична теореме § 95 и будет нами 
доказана по схеме того же параграфа. 

Условимся обозначать знаком а1 дифференциалы, взятые в пред
положении, что меняются только хх, ..., хт; знаком 3 дифферен
циалы взятые в предположении, что меняются только параметры 
данного интеграла и знаком Д — дифференциалы, взятые в предпо
ложении, что имеются все параметры в (46). При этих обозначе
ниях равенству (48) надо дать вид: 

Д 2 = Р х Ахг 4- р, Лд-8 4 - . . . 4-р п Д*„; (48') 
дифференциалы с? как раз те дифференциалы, которые встреча
ются в системе (43) и 

А = <* + 8. 

Заменяя на основании уравнений (2) в уравнениях (43) первой строки 
/ { на рь умножая уравнения второй строки на рк и вычитая из 
уравнения первой строки, получаем: 

dz = р^х, 4- . . . 4 - р,4хп. (49) 
Нам остается доказать равенство 

3 2 = Рш + 1 3 *т+1 + Рт + 3 5 Хт+2 + • • ' + Рп 3 -*»• 

19 н. Гюитер. 
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Положим 
и=Ъг — р ш + , о л-,,, + 1— . . . — р» 5 х„. (50) 

Дифференцируя (50) и (49), получаем: 

,!и=Ъ(1г — рт+?ч1хт + } — . • •— р ( ( 8 Л г „ — а ' р т + 1 о х т + 1 —. . . — ^ „ З . ^ 

о = рт+1 о Лхт+1 -г . . . -1- р„ о с/г„ + 8 р^х, ' - . . . Н 5 Р„<1х„. 

Складывая находим: 
;=т 7;=н I - ш 1г^п 1 = 1» 

1—1 & = ш+1 1 = 1 к = »1+1 I 1 
<=•»! 

'2! 

так как в силу уравнений (2): 

к = п к = п 

fc=m+l k = in+l 

-«"+2^+2^+^^ 
fc=m+l k = ,n+l 

Из полученного равенства вытекает, что 
i = 1» (51) 

полный дифференциал; последнее нетрудно проверить непосред
ственно составляя скобки [?,-, «>,•], использовав замкнутость си
стемы и продифференцировав полученные равенства по г. Далее 
оно дает 

где V функция, которая обращается в нуль, когда 
(0) (0) (0) 

У = У х — X У V 

и дифференциал которой равен (51). Вследствие этого 

и 0 — 2 р т + 1 о Л Г м + 1 . . . рп О х п 

и, значит, равно нулю, так как (47) интеграл. Значит 11=0, что 
и требовалось доказать-

Из доказанного вытекает, что, если нахождение параметров 
"„¡+1) • ••>"„ возможно, основание (46) имеет измерение л ; г функ
ция от л,,, . . ., х„ и Рц . . ., р„ ее производные. 
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Но из доказанного также вытекает, что мы не получим опре
деленного решения задачи Коши только в том случае, когда число 
параметров, включая и х,, х.2, ...,хш, от которых зависят первые 
п •— т равенств (46), менее п. 

В этом случае мы получим интеграл где п — т 
измерение интеграла не может быть менее п — т, так как его 
основание должно содержать многообразие измерения п — т. 

Так как цель этого параграфа состояла лишь в указании на 
то, что метода Коши непосредственно обобщается на случай си
стемы, мы не будем останавливаться на разборе исключенных 
случаев, представляющемся довольно кропотливым. Мы ограни
чимся указанием, что сказанного в главе седьмой в связи с мето
дой, указанной в § 107, достаточно, чтобы разобраться в любом 
случае; конечно, применение методы § 107 требует предваритель
ного приведения основания к виду: 

.^ = 0, * 2 = 0, Х

т = °> 2 = а (*«+!' •••> хп)> 

что достигается изменением независимых переменных. 
Когда известно собрание интегралов системы (43), нужное 

преобразование переменных можно выполнять в указанном собра
нии. Собрание интегралов системы (43) известно, как только най
дем полный интеграл системы (2). 

120. Примеры. 1) Рассмотрим пример § 109, дав ему вид 

= 0, р а - = 0. (52) 
Рг РА. 

Уравнения, дающие характеристическое многообразие С 2 си 
'стемы (52): 

Рз~ Ра Р4 

РЗ Р4 

(53) 

Интегрируя систему (53), без труда получаем: 

Р(з0) Рг ' (О) V лг.у ~ГР* (О)2 (О)2 

Рз: у : (ОТ4 

Р4.= * -*2 " } (54, 

Рз 
-1_„<°>. 

Л1 Х 3 

рУ Р! 0 ) 

Предложим себе найти решение., в котором при 
хл = 0, х,2 = 1 : 2 = ДГд2 - ] - Х4. 

Отыскивая интеграл М^~\ полагаем 
*?> = <), л-2°» = 1, .г! 1 3 

(0) = и 2 -)- V 
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И 

2и du + dv = р (з 0 ) da + pl?dv, 

откуда 
(0) О ГО) i (0) {») 

Подставляя найденные значения в (54), находим 

*з 3 = ^Ух* + 4*Л -V, = « Д - 2 , 2 = 4- . V 2 ^ i - U 2 , 

откуда 

= "4"^ I AT 3 - - ¡ -X . 2 V 4 . 

2) Предложим себе найти решение системы (52), заключающее 
многообразие 

•*1=*!>, -̂ ==1, г = Л - 3
3 4 -Л" 4 . 

Отыскивая интеграл М("\ полагаем 

xf'—u, х1"' = 1, x¡'  = u, х[ J°) — : н - - v. 
Уравнения 

2а c/u -¡-  dv = pfda 4" pf da 4- P 4 °W, p W = a 2, p2°> p<4°> = v 
дают 

(0) ., „(0) (0) , (0) 0 (0) (0) 2 (0) (0) 

Мы имеем дело с характеристическим случаем, так как якобиан 

р 3 , U, р , , U 

U, р 4 , U, р 2 

0, 0, 0, 1 
1, 0, 1, 0 

упомянутый нами в § 116, не будучи равным нулкктожественно, 
обращается в нуль на найденном интеграле. Многообразие М*2) 

однако не есть геометрическое место характеристических много
образий. Поверка даст немедленно, что второе из уравнений (53) 
не удовлетворено. 

Заменяя в (54) начальные значения элементами интеграла М'2) 

получим 
Х3 = Х1, Х± = Х*Ю, 2 = Ху" 4" -*2 2 V, р 3 = Д Г 1 , pi = Х2. 

Мы не получили решения, но только интеграл ; основание этого 
интеграла геометрическое место характеристических многообразий. 
Сразу ясно, что условиям задачи удовлетворяют, между прочим, 
функции 

z =•= — (г j 2 4" *з 2) + *2 xif z = хх .г3 4- х.2 x¿. 
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Этот пример показывает, что в случае системы исключенный слу
чай может обнаруживаться и тогда, когда данное основание не 
есть геометрическое место характеристических многообразий. Чтобы 
найти все решения задачи, можно было, работая в духе § 107, 
свести задачу к нахождению решения уравнения 

Р1 Рз -~х1*а = 0, 

удовлетворяющего условиям: 

если хх = хэ, то г= х3

2 -\-х.2х±. 

К решению этой задачи применимо все сказанное в § 97. 
121. Обобщение первой методы Якоби на случай системы. 

Подобно тому, как в § 119 нами распространена на случай системы 
(2) метода главы седьмой, можно распространить на случай системы 
и методу главы шестой. Положим, что уравнения системы (2) не 

-зависят явно от неизвестной функции г. 
Такое предположение было сделано в главе шестой о тех 

уравнениях, к которым там прилагалась метода. 
Если уравнения системы (2) имеют вид 

Р1— Л = 0, <?2 = р . 2 — / 2 = о,. • >'•?»» Рт /т — 0> (2') 

где функции Д , / 2 , • • •>/„, от г не зависят, то и уравнения (24) 
имеют более простой вид. Именно, одно из постоянных от+1,...,ап, а 
входит в выражение г аддитивно. Вследствие этого уравнения (24) 

£^можно заменить через 
да 

г= У(х1, х2,...,хп, ат+1,...,ап) — а 

дУ 
'т+1 да • > К = 

т+1 

дУ 
да,, 

(24') 

В системе уравнений (37) и (37') первые и последние п — т 
уравнений, как полученные решением уравнений (24') второй 
строки и уравнений (5'), не зависят от г; от г зависит только 
среднее уравнение, решенное относительно а. Система (37) и (37') 
имеет вид: 

Ф т +1 С*!» х2>' • • >хп ' Рт+1' • ••'/'») ат+1 

®ЛХ1> Х2> • • • > хп > Рт+1> • • •' Р» ) °п 

®п+т+\(х1> х2>-">хп' Рт+1>"->Рп)~ Ьт+1 

Ф2п (*1> **. • • •. . Рт+1 > • • •' Р ) = * . 

Ф „ + 1 ( * ! » *2> • " • • хп » 2> Рт + 1 Р« ) = С 

(37,) 
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В этой системе каждая из первых 2 (п — т ) функций Ф удовле
творяет системе уравнений 

' АЛ дР* дх* бР* дх* 
к т + 1 

Последняя Ф„_|_1 удовлетворяет системе уравнений 

дФ 

(42.) 

дх. " л dz 1 2J VP* \ДХ* * Ö Z ' " дРь ~дх>4~ (42/) 
Л' — III + 1 

г = 1| 2,. . •, т. 
Для нахождения z и остальных аргументов мы имеем систему 
в полных дифференциалах 

i Л- »1 fc - V. 

д* 
Ък"'-У 

f III Л. . . II. (43') 

«fr. 

Л- in -t-1 

г — т 

1 > 

2 ¿ 9 , 

(43/) 

Замкнутость системы (42/) была установлена в § 118; замкну
тость системы (42,) вытекает непосредственно из того, что она 
имеет 2 (п — т) алгебраически независимых решений. 
Система уравнений (43/) может быть проинтегрирована незави
симо от уравнения (43'). Положим, что интегрированием ее най
дены интегралы ' 

$1 (-*1> x-v--'xm> Хт + 1'ш • •' Л '» » Рт+\>-">Рц)~ 
/ (0) (0) (II) , т ч 

-tnxi } х2 ,..., хт , от + 1,...,оп, amJ__lt...,an), 

^2 («— т) (XV Х2'"-'Хт' Xm + V'"'Xn> P111 + I'" '> Рц) 

•- 6 Сдг(0) X JO) A } ( , a m . .,an) 

(55) 

которые нами сразу написаны в виде, удобном для преобразования 
в интегралы Коши, причем буквами Ьт+1,...,Ьп нами обозначены 
начальные значения аргументов х.ш+1,. • - ,хп, а буквами а т + 1 ап 

начальные значения аргументов р , „ + 1 , - - - , р.,-
Взяв при интегрировании системы из уравнений (43') и (43/) 

за новые неизвестные функции с ) И + 1 , . . . , ап, А„ , + 1 , • • •, ЬК, левыз 
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части интегралов Коши системы (43,'), мы обратим систему (43,'j 
в систему 

dak = 0, db,. -—0, к — т -4- 1,. . ., п; 

в уравнении (43') правая часть обратится в функцию от ак, b,¡, 
и лг р . . - ,хт, которая, вследствие интегрируемости системы из урав
нений (43,') и (43') будет полным дифференциалом при постоян
ных ак и Ьк. 

Ищем то решение преобразованного уравнения (43'), в котором при 
(0) (0) i i , , 

xi = xi »•••• хт = хш • 2 e "m+Ab+í-t-  •••-г аа Ьп — а¬
Так как правая часть уравнения не зависит от z, мы найдем это 
решение простыми квадратурами и будем иметь 

3.(0) к = ш + 1 JO) k - m + l , 

хт к = п 

+ Í ( f"~ Z l l h A d x > » + a ™ + A n + & - - ^ a n b - a - , (56) 

здесь знаком (f)s обозначен результат замены в функции / от 
лг,,. . ., хт, ак и Ьк аргументов лг,,. . ., xs их начальными значениями. 

Выражаяв полученном ¿ m + А ( > ч е р е з л г , , . . . , ^ п , а ш + 1 , . . . , а п при 
^"помощи уравнений (55), мы получим решение системы (2'), завися

щее от п —- т -{-1 произвольных постоянных. 
Найденная функция z действительно решение, системы; оно — то, 

которое получается из последнего уравнения (37,) подобающим 
выбором правой части, исключением параметров Ь и аргументов 
Рп+1>---> Рп П Р И помощи первых п—т уравнений (37,), если счи
тать их полученными из (55) решением относительно а, и b¡. 

Это решение после замены х,,..., хт их начальными значениями 
обращается в 

ат+1 Хш+I + • • • "Г О п

 хп — а> 
т. е. наверное полный интеграл системы (2), как показано в § 111. 

При т = 1, уравнения (43,') обращаются в 

dxk до dp,¡  д<? 
dxt дрк' dx¡ дхк' 

а уравнение (56) в уравнение 
х1 к-т 

г = а , 6 я + . . . + агп А я — о + | * [f— ^ dxi-

~ ' JO) *i=2 
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Замечая, что в этом случае уравнение, подлежащее интегрирова
нию, имеет вид 

убеждаемся, что полученное нами правило тожественно с прави
лом главы шестой при Н— —/. 

122. Обобщенная теорема Якоби. Положим, что система 

?1 = Р\ — U = °. • • • . °т = Pm—fm = 0 (2) 
эолиту та и что уравнения 

z = V(xtл-„ , а т + а п , а) \ 
dV_ , _dV л ÓV , , ÓV 

"tía  6«»+i_ r да., 1т + 1 

\ (24) 

определяют ее характеристическое многообразие Ст. 
Присоединяем к уравнениям (24) уравнения 

dV dV 
m + l а х 

Pn 
m + l ОХ„ 

(5'> 

Решая первое уравнение (24) и уравнение (5 ' ) , находим 

Ф т + 1 (xl> Х2' • • 1 » Xn' Z' Pm+l'- • •' Pn) = С ш + 1 

Фп(х1> *=>•••> xn> z> Pm + l'' • •' Pn) = an 

Ф» + 1 0*1» xb • ' • > xn > z' Pm+l' • • ' > Pn ) = a% 

\ ( 3 7 ) 

Обозначая знаком (/) результат исключения из функции / 
от ат ,...,ап, а этих аргументов при помощи формул ( 3 7 ) , 
полагаем 

__,dV_\ (dV 
n+j i daj ):\da 

и присоединяем к уравнениям ( 3 7 ) уравнения 
Ф 

П + 1П + l(Xl> xv • • ш' xn > Z> Pm + l '• • •> Pn) bm + l 

Ф2п (Xl > X2'- - * > -*?t» Z> P«í +  1 >- - "' Pn ) bn . 

Справедливы тожества 
[ Ф . , ф ^ о , [ ф я + 1 1 Ф , ] ^ о , [ф 4 , ф „ + , ] - о , ЦФЛ 

i 

(57) 

(37') 

[Ф<, Ф П + »1 — /г) Т/\ ' 

Ф , • 
11 +г 

(¿ = m + l , . " . «, / = т 4 - 1 , . . . , л). 

(58) 
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Приступая к доказательству теоремы, напомним прежде всего* 
что равенства (37) и (37') образуют интегралы системы 

г —7п к — П 

¿ 2 = 

с{.х1: • 

2(Л +2£*Ь 
* = 1 

г = от 
к-т +1 

2£* 
: 1 

г = VI 

2 ^ -

(43> 

Для доказательства первых двух групп тожеств (58) замечаем, 
что г, данное первым равенством (24), удовлетворяет каждому из-
уравнений (5'), а значит, и каждому из уравнений (37). 

Значит г удовлетворяет и каждому из уравнений 
[Ф„ Ф,] = 0, [ Ф и + 1 > Ф^ = 0,г = т + 1 , . . - , П ) У = / п 4 - 1 , . . . , п . (59> 
Но левые части этих уравнений не зависят явно от а т + х , . .., ап, а 
от рх, ...,рт они также не зависят; из р^-у, . . . , Р п , 2 эти пара
метры исключены быть не могут. Следовательно, каждое из ра
венств (59) простое тожество. 

Переходя к остальным тожествам, обозначим временно отношение 
дУ дУ 
да,- ' да 

через Ф„ + ;> заменяя равенство (57) через 
Ф п + 3 ~ ( Ф п + ^ ' 

Занимаемся следующими тремя тожествами (58). Имеем на основа
нии (59) 

+ ( % ± ) [ ф » ' ф » + > ] + ( [ ф » ' ф ~ ^ г ] ) = ( [ ф » та* <б0> 
Значит 

1 ((дУ\/ дФк д*У 
^ Л \ д а ) \ д Р т + 1 д а ^ 

}дУ\/дФь &у 
\д^)\дрт+,дадхт+ 

дФ, 
дх. 

п 
д*У 

+ дФ 

дРп да}дхп 

* д*У 
дРп дадх, (60')-
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Обозначая временно через / результат замены в функции / от 
аргументов рт+х,- • - >Р„г 2 этих аргументов их значениями (5') и У, 
имеем 

<?Ф, д2У дФ. д*У дФ, дУ 
I • • • I л_ л_ ,)_. г ' ¿4 о Р т + х д^д.хт+1 дРп да}дхи дг <?ау 

Вследствие этого из (60') получим 

1дУ\* (дУдак дУда,\ 
[•да) ^ Ф ^ ~ [ д а даГ-Ц-д^ ^ 

и так как 
дап да, 
да./ да 

°т а,„л.11 • • • ) а п > а н е зависят, из (61) находим, снова исключая 
а » , - м > - • •> а » ' а ' ч т о 

[%,, ф ^ Л - - 7 ^ г 1 1 ^ : ) ^ г - 1 х г ) - £ - ! - 162) 
1 ЦдУ\дак (дУ\да„ 

'(дУу\\да) да \ дaJ ) да 
[да } 

Положив А == {, из (62) получаем 

[ф,- ф „ - ь ; ] ^ 0 : (583) 

положив А = г, ] '= г, из (62) получаем 

[ф,-> Ф п + ^ ~ Щ Г у (58.) 

положив Ь = п-\-1, из (62) получаем, заменяя а А через а и поль
зуясь (57): 

Ф 

[ Ф п +1' Ф п +; 1 = ]~дУ~\ ' 
\да~) 

Остается последняя группа тожеств (58). Имеем на основании уже 
установленных 

/дФ , . \ 
ГФ Ф .1 = " +•' | ГФ , . Ф 1-4-

= <Тф ф (аФ"+Л 1 I ( а Ф » и \ Ф п + < , / 6 3 ч 
(1'„+,-. 1„+}1) >. )(дУу\ да )(дУ\ { ' 

\да) [да) 
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Далее, на основании (62) и (60), 

( [ Ф , + р Ф ж ] ) = ^ ( [ % , Ф в + , ] ) + . . . - | -

Н- ( [ Ф м + | . Фп4,/]) = ) [ Ф , + 1 , <&„+,] + • • • + 

(дФ ,.\ /дФ 

\да 

Значит окончательно 

1-Ь 

д Ф я + Л I ^ Ф » - к Л _ ^ 2 ^ < ^ <3»У дУ 
да) /*\да, ) \da.daj да да, да^да да^а^ да ' 

У , <?К д 2 К \ /дУ\* 
да 

,дУ<РУ\/М\*=( дУ &У . д 2 К \ /< 
' да. дада{) ' \ да ) \ <Ц сЦда """да. дада^ ' \ 

Ф ^Ф«+Л , ф {д^п+Л_(дУ[ д*У дУ дУд*У 
п+\да Г " + * \<?а / ЦД А ^ а «За да, да* 

дУ[ д*У дУ дУд*У\\ (дУ\* 
<Ц { дaJ да да + да. да*})''[да) 

= / дУ д*У . д/ д*У\ /дУ\ 
~ \ дaJ да{да да, дajдa) ' \да ) 

Вследствие этого 

что и оставалось доказать. 

file:///da.daj
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ГЛАВА ДЕСЯТАЯ. 

В Т О Р А Я М Е Т О Д А Я К О Б И . 

123. Системы в инволюции. Положим, что дана замкнутая 
система уравнений 

Гх(хи .Го, . . ., х,„ р„ . . ., /?„)== О 

(1) 
Р.„ {х:„ х.2, ... , х,„ ./>„ . . ., р„) = О 

Интегрированием такой системы может быть заменено, как ука
зано в § 110, интегрирование всякой замкнутой системы путем 
причисления неизвестной функции к числу независимых перемен
ных. Условимся с самого начала считать, что якобиан 

0(ри...Рт) { г ) 

не равен нулю на основании уравнений (1) и что, следовательно, 
из уравнений (1) можно найти р1г ръ . . . , рт. 
Из данной замкнутости системы (1) вытекает, что уравнения 

следствия уравнений системы. 
Мы подчиним нашу систему (1) более строгому ограничению: 

мы положим, что каждая скобка {Г,, р),) равна нулю тожественно, 
т. е., что 

(^, ^ = 0 , (г, Л = 1, 2, т) (3) 

Если соблюдены условия (3), мы будем говорить, что функции 
Г*, • • - , / % „ (4) 

находятся в инволюции, а также, что система (1) в инволюции. 
Введенный термин мы распространим на функции, зависящие явно 
от неизвестной г, говоря, что две функции Т7, и Г,, находятся 
в инволюции, если тожественно 

[Г,,Ъ] = 0. (30 

Всякая замкнутая система из т уравнений, не зависящих явно от 
неизвестной функции, может быть переделана в систему, находя
щуюся в инволюции. Для этого достаточно решить ее относи
тельно 771 производных и заменить нормальной и эквивалентной 
ей системой: 

(5) 
?т = Рт — {т ^Х1' х*> •••'Хп> Р т + . , • • •» Рп ) = 0 ' 

ЭТО утверждение было установлено в § 26 для случая линейных 
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систем, но оно, очевидно, остается справедливым и для рассматри
ваемого случая. Доказательство основано на том, что скобка 

к=*п 

" дх, ~дх„ ^ 2л \ др1; дх, дх, дри I 
/,• = »< 4-1 

не зависит от ри р.2, . . ., рт и потому должна быть тожественно 
равна нулю, если уравнение 

(?/, ?*) = 0 

есть следствие уравнений (5). 
124. Вторая метода Якобн. Возвращаемся к системе (1), нахо

дящейся в инволюции. Посмотрим, нельзя ли к системе (1) при
соединить новое уравнение 

так, чтобы новая система из т -{-1 уравнений осталась замкнутой. 
Последнее будет наверное иметь место, если функция Рт+1 нахо
дится в инволюции с функциями (4), т. е., если функция Рт^_1 

одно из решений системы уравнений 

/; = 1 

Действительно, если все скобки 
(^•, ^т+1 ), (¿ = 1,2, . . .,т) 

тожественно равны нулю, то равны тожественно нулю также 
и скобки 

I +1 " а

т .4-1) 

и, значит, система из уравней (1) и (6) замкнутая. 
Положим, что, изучая систему (7), нам удалось найти п — пг ее 

решений 

которые находятся между собою в инволюции. Тогда и функции 
ат 4-1» - " • ' а п 

будут находиться между собою в инволюции, и каждая из них 
находится в инволюции с функциями (4). Вследствие этого система 
уравнений 

^ = 0, . . ., Р о т = 0, ^ „ + 1 = а т + 1 , . . . , Еп = ап (9) 

будет замкнутой (и даже в инволюции). 
Если при этом окажется, что из системы (9) можно найти все 

производные 
Ри Р>> •• •> Рп> (Ю) 
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то при помощи квадратур, как вытекает из сказанного в § 103, мы 
найдем функцию z, удовлетворяющую системе (1); эта функция z, 
кроме постоянных а т + 1 ап будет зависеть еще от одной адди
тивной постоянной а и будет, следовательно, полным интегралом 
системы (1). 

В сказанном заключается описание второй методы Якоби. 
Сказанное можно резюмировать в виде следующей теоремы 
Т е о р е м а . Если мы найдем кроме функций 

Fu Fmt (4) 

образующих очевидное решение системы уравнений 
(Fu Ф) = 0, . . . {F„„ Ф) = 0 (7) 

и находящихся в инволюции еще п — т решений этой системы 
Fm х. 11 Fm+2,. • ., Fn (8) 

также находящихся в инволюции между собою, причем таких, 
что функции (4) и (8) алгебраически независимы относительно 
аргументов 

Ри Рз, •••> Рп> (Ю) 

то мы сможем найти полный интеграл системы (1) при помощи 
квадратур. 

Последнюю теорему можно назвать обобщенной теоремой 
Лиувилля. 

125. Нахождение состоящих в инволюции интегралов системы 
характеристических многообразий. Чтобы показать, что собрание 
функций (8), удовлетворяющих системе (7) и находящихся в инво
люции между собою, всегда может быть найдено, отметим прежде 
всего, что система (7) замкнутая. 

Для частного случая системы вида (5) это утверждение было 
установлено в § 118. Дадим теперь непосредственное доказатель
ство теоремы для системы (1) более общего вида, считая, однако, 
систему (1) в инволюции. 

Положив 

х,т=(ъ, ф)= dF\ с?Ф _dF]_ дФ_ 
дРк дхк дхк ~дРк 

находим 
вд.(Ф))-ад ( Ф ) ) = ( я , ^ , Ф ) ) - ( / > ^ , Ф))= 

= (Ги (Ъ,Ф)) + ^ , (Ф, ^)). 

Но на основании тожества Якоби мы имеем , 

^ , [Ъ, Ф))4- (^> (Ф, ^ ) + ( Ф , ^ , /}))^0, 

откуда, так как 7̂ , Р} в инволюции, заключаем, что 
Р„ (̂ ,, Ф ) ) + ( ^ , (Ф, а ^ о . 
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Итак 
Х>(Х/Ф))-А^(Х,(Ф))^0, 

откуда вытекает замкнутость системы (7). 
Функции К>, Рш очевидно решения системы (7). Но 

система (7), как замкнутая, имеет 2п— т алгебраически независи
мых решениий, значит, 2п — 2т решений, алгебраически независи
мых с указанными функциями. Положим, /41,4-1 одно из этих решений. 

^ Присоединив к системе (7) уравнение 

+ Ф) = 0, (7.) 

мы получим снова замкнутую систему из т4-1 уравнений. Эта 
система будет иметь решение Рт+2, не состоящее с ранее найден
ными в алгебраической зависимости, найдя которое мы присоеди
ним к системе из уравнений (7) и (7,) еще одно уравнение 

(К1+2, Ф) = 0. 

Новая система будет снова замкнутой, так как ^*)П_|_2 находится 
ъ инволюции с / г , н + 1 , и ...,Рт как решение системы из урав
нений (7) и (71);5значит новая система будеть иметь решение /%„_!_,, 
и т. д. 

Поступая так далее, мы найдем после п — т шагов собрание 
функций (8), каждая из которых удовлетворяет системе (7) и кото
рые все находятся в инволюции между собою и алгебраически 
независимы. 

Если окажется, что функция (4) и (8) алгебраически независимы 
относительно аргументов (10), задачу интегрирования системы (1) 
можно считать оконченной. 

Мы покажем, как поступать, когда последнее обстоятельство 
не имеет места. Мы увидим, что и в этом случае составление пол
ного интеграла системы (1) сводится к алгебраическим действиям 
и квадратурам. 

126. Лемма. Положим, что система уравнений, возможно за
висящая от г, 

Г1 (хл, х2,- . .,х,„ г, рг, р.,, . . . , ? „ ) = О, (г = 1, 2. . . . . т) (Г) 

замкнута и положим, что она преобразована в систему 

тЧ = Л — Л = 0. •••>?,„ = Р,„ — / » = 0. (5') 
причем якобиан 

£>(р\, • • ->р,„) (2) 

не равен нулю на основании уравнений системы- Положим далее, 
что функции собрания 

•^»1+1» ^ш-1-2» • • • » ^1 (8 ) 
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удовлетворяют усложняй 
( I = 1, 2, . . ., т \ 

([Л, FJ])^0, -Рл]) = 0, у = т + 1, - ( Ш 
\А = т + 1 / / 

знак (/) обозначает результат замены в функции / от 
Ри • • • 1 Рт этих аргументов их значениями из равенств (5'). 

В таком случае 

([?« (^)]) - 0, ( В Д , (̂ )1) - 0 (л ¿1^+!, [['',? ) <12) 
Заметим, что при выбранном обозначении, условие замкнутости 

системы (1') переводится равенствами 
( Й ^ ^ О (/, ^=1, 2, 

Примечание. Если функции (!') не зависят от г и нахо-
дг тся в инволюции, то равенства (12) имеют вид 

(?„ (/=})) ^ О ((/V,), (/=•,))-0. 

Приступая к доказательству, отмечаем, что имеем 

(^л) = (х1> х-2 х » > 2 » / Р • • • . / , « . •••>/>„) (13) 
и тожественно 

(^) = 0 (/=1, 2, . . . , т ) (13') 
Дифференцируя тожество (13') по хи г и р:, получаем 

к = гя к = го 

1: = т к = >н 

ад) _ / . V 1 (дгл д/- (д^ 
д: 

к = I /; = I 
к = т к = го 

к = 1 А- = I 

последнее из тожеств (14) выведено в предположении, что / > т ; 
оно остается справедливым и при т\ в этом случае, именно, 

(г,) от р г не зависит и из производных -д- 5 - только -з- 5 - равна еди-
0р1 Ор1 

иице, тогда как остальные — нули. 
Умножая второе тожество на 

/„ если / т, р1} если 1^>т 
гл складывая с первым, получаем тожество 

Ш - Ж ' ) № Н 
* = 1 
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Умножая третье тожество (14) на » а тожество (14') на 

у^~), вычитая из первого произведения второе, давая / значе

ние от 1 до п и, складывая, получим 
к = т 

к = 1 

Так как первое слагаемое в полученном равенстве нуль на осно
вании задания, имеем 

к= т 

7с=1 
Давая в (15) г значения 1, 2, ...,т, мы получим систему линей
ных уравнений с неизвестными 

([?!, т (к /}])... ([«ря> />]), 
определитель которой равен якобиану (2) и не нуль. Значит 

.([<?*, / У ) = 0. ( / = 1, 2, . . . , /, к = 1, 2, . . . , т) (16) 
Считаем теперь, что / больше т и ищем производные от (/}) по 
л-г и Имеем, поступая как при выводе тожеств (14) и (14'), 

с1х1 

к = т 

Л = 1 
7: = т (17) 

к = 1 
(3 сэ, / с? ср. \ 

Умножая первое тожество на - з ^ , второе на I j , вычитая 

из первого произведения второе, давая I значения 1, 2, . . . , п 
и складывая, получаем 

к = п 

а?» (^)])=(к ^ - 2 ( ^ ) ( [ с р ? " '*])' 
откуда, так как система (5') замкнутая, имеем на основании (16): 

([«РА, ( Э Д ) ^ О ( / = т + 1, . . . , л ) (18) 

Умножая теперь первое из тожеств (17) на ( ^ ~ | > второе 

20 н. Гюнтер. 

зе на 
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/ \ 1 ^ 

I I , где Л > т, вычитая из первого произведения второе, 

давая / значения 1,2, . . . , п и складывая, получаем 
й = то 

{{рь, с ^ ) ] ) = №„ ^ ] ) - 2 (^) ?*])> 
откуда, на основании (11) и (16), заключаем: 

([^, га)^0. ( А , / = т + 1 , . . . , п ) (19) 

Умножаем, наконец, первое из тожеств (17) на —^—, второе 

на ^ ^ ^ , вычитаем из первого произведения второе, даем / 
значения 1, 2, . . . , п и складываем. 

Находим 
к = т 

(№), (/})]) = ([(̂ ), ^ (э^) 
*=1 

откуда на основании (18) и (19) окончательно получаем 

№ ) , га^о. (20) 

В тожествах (18) и (20) заключаются утверждения леммы. 
Как первое следствие леммы имеем: системе уравнений 

^-г/1^+ 2А ЪТкЩ^^дГ]\-дТк * аХ = 0 ' ( 2 1 ) 

к = т + 1 
соответствующей системе (5'), удовлетворяют функции 

( ^ т + 1 ) , ( ^ + 2 ) , . . . , ( ^ ) . (8') 

Действительно, левая часть (21) не что иное, как ([<?и (Ф)]). 
При этом, так как функции (8/) не зависят от р1г р 2 , • • -Рш, имеем 

( № ) , ( / V ) ] ) ^ К^ь), = 0, (22) 

т. е. они находятся в инволюции. 
В применении к функциям, рассмотренным в § 124, заключаем, 

что в случае нахождения функций (8), находящихся с ними и между 
собою в инволюции, после преобразования системы (1) в систему (5) 
операций возобновлять не приходится; функции 

(^.+1). (*•«+!)'••-.со. <23) 
находятся в инволюции с левыми частями уравнений (5) и между 
собою. 
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127. Преобразование Лежандра. Изменим независимые пере
менные и неизвестную функцию, не меняя независимых перемен
ных хх,... , х^, но положив 

У (1. + 1 Pp + V • ч Уп Рп 
Z = z —^ + l P F + l • • • хпРп 

(24) 

Дифференцируя второе равенство (24), получаем, пользуясь пер
выми равенствами (24): 

dZ=-pxdxx + . . . -j-p^dx^PiL + xdx^+1+ . . . +Pndxn — 

— + • • • —xndPn — Pv. + id\ + i—--- —Pndxn = 
= pxdxx+ . . . +P[idxii — xiL + 1dyiL + 1— . . . —xndyn. 

Отсюда заключаем, что производные от Z по хх,..., х соответ
ственно равны рх, р.2, - • •, р^; если мы условимся обозначать буквами 
Чу. + 1>--->Чп производные по У^ + х- • •,уп, то получим 

= xp. + i>---> Чп~ хп 
и, значит, 

z==^—yv.+ i 4 v . + i — • • • —УпЯп-

Вводя новые переменные в функцию 
F(xx, дга, . . , , Xf, х^+х, . . ., хп, z, Р х , . . ., р^ р.^,. .., Рп) 

и обозначая преобразованную функцию F знаком F, имеем 
F=z F(xx, л 2 , . . . , х^ — д^+х... —qn, Z—^ + 1 о ( 1 + 1 _ . . . _ 

^ —Упап> Ри- • •> Р^ 9f.jL.v-> 9п)-
Отсюда заключаем 

iL — -WL Ж — Ж dF _ OF dF .._ 
dXi ~ dxf' dZ ~~ 'dz ' dys ~ dPj dz 9l' { l ~ l f 2" ' " ^ 

dF dF dF dF , . , . 
d^=d^' ^ГЖ_ 0 = ^ + 1 П ) 

df__dF_ dF_=z_dF__dF_~ dF^ 
dp, ~~~ dp, ' dqj dXj dz P j ~ dxs' 

Вследствие этого 

\tx, ^ - Jj\dp; d X i —j^ -o-p-;)+ 
» = 1 

' . V (Ж Ж-Ж Ж)^^(Ж Ж-Ж 
+ Zi I d4j dyj d4j dyj } Z j \ др{ dxf dx{ dPi ) " r 

j = 14-1 < = i 
,*S?( dTx Щ dF2 

20* 

http://9f.jL.v-
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Итак имеем: _ _ 
[ Л , /^] = ЕЛ77У. _ (25) 

Если функции У-",, ̂ 2 были в инволюции, то функция Ги также 
в инволюции. 

128. Д ополненне второй нкобиевой методы. Положим, в отличие 
от § 124, что рассматривается система уравнений, независимых от г: 

91= Рг— /1 = 0 , . . . , <?т = р т — / т е = 0, (5) 

которая в инволюции,: 
(«РЙ Т , ) ^ 0 . (г, у = 1, 2 , . . . , т ) (26) 

Составляем систему линейных уравнений, ей соответствующую 

к=го+1 

и систему в полных дифференциалах, определяющую характери
стические многообразия Ст системы (5): 

I =т 
<1хк= У'^ГГ-С!Х{ 2 "дР* 

1=1 
1 = 7» 

(* = т + 1 , . . . , п ) } (28) 
С?сэ, 

1=1 

Положим, что имеются п — т интегралов системы (28): 
ф

т+1 = ат+1>---> ф , = %> + 1 = ^ + .••Л\ = ап, (29) 

находящихся в инволюции, т. е. таких, что 

(Ф,„ Ф ^ О . (А, у = т + 1, • • •, п) (30) 

Случай, когда из уравнений (29) можно найти производные 

Рт+\>- ••> Рп' (31) 

рассмотрен нами в § 124 и там показано, как в этом случае соста
вить полный интеграл системы (5). 

Положим теперь, что из уравнений (29) нельзя найти аргу
ментов (31). Положим, что из первых ^ — т уравнений: 

Ф«+1 = «„+!»• •• . ф , = % (29г) 

могут быть найдены аргументы р т + 1 , - - - , р ^ \ положим, что решая 
их, мы найдем уравнения 

%п+1 = Рт+1—/т+1 = °>' • •» % = Рр — и = 0 
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и что, исключая найденные производные из остальных уравне
ний (29), мы преобразуем их в 

(Ф, + 1) = ^ + 1 , . . . , (Ф я) = о я . (32) 

Докажем прежде всего, что из уравнений (32), зависящих только 
от х г , х п , могут быть найдены аргументы х хп. 

Действительно, если (<р4), / = 1 , 2 , т обозначает результат 
исключения из функции <рг аргументов рт+1,-. -,р^, то функции 
(Фу), / = [А - ( - 1 , • • •, п удовлетворяют на основании леммы системе 
уравнений 

( Ы , (Ф)) = 0, (?*, (Ф)) = 0, (Л = т + 1 , • • •, V-, г = 1, 2 , . . . , т). (33) 

Уравнения (5') леммы имеют по нашим обозначениям вид: 

Ы = 0, (г = 1 , 2 , . . . , т ) , <рл = 0, (Л = т + 1,.. 

Так как уравнения (33) решены относительно 

д(Ф) д(Ф) 

д*х " " ' <Ч ' 
система в полных дифференциалах аналогичная (28), но соответ
ствующая системе (33), имеет 2(гг — ¡1)  интегралов, разрешимых 
относительно 

Хр.+ 1'Ху.+2'- • ш'Хп, Ри. + 1> * • • ' Рп' 

На основании леммы § 126 уравнения (32) образуют систему 
^независимых интегралов для этой системы в полных дифферен

циалах и так как они не зависят от Р^+1, • • •>/?„» то они разрешимы 
относительно х + 1 > . . . , хп. 

Установив это, возвращаемся к системе (5) и выполняем в ней 
подстановку Лежандра, положив 

¿ = 2 — Х^ + 1р^ + 1—• • • • —Хпрп, ^ + 1 = Р^ + 1 1- • •» Зп = Рп 

и не меняя переменных 
Хи Х2, • • • , Х^. 

Мы преобразуем, пользуясь обозначениями прошлого параграфа, 
систему (5) в систему 

?1 = о,...,*т = о, (У) 
причем в системе уравнений 

= ат+1> - • • Ф , = %> + 1 = % +1' • • •» Ф» = V9') 

функции Ф находятся в инволюции между собою и с функциями <р. 
Так как при выполненном преобразовании х^,... ,хп заменены через 
— 9а+!'•••> —Я П ' Уравнения (29') разрешимы относительно 

Рт+1' Рт+2''-ч />' Я^ + 1'- • •» Чп 
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Мы находимся, следовательно, в условиях § 124. Найдя из уравне
ний (5') ц (29') производные ри... р^, 9^+и---,9п

 и интегрируя 
полный дифференциал 

гг^р^х^ ... + р 1 1 ^ + ' 7 ( 1 + 1 ^ + 1 Ч - • • • + Чпс1упУ 

мы найдем полный интеграл систем (50: 

г= 1У(х1, х2,. ..,х^, Ур, + 1 , . • -,Уп, ат+»-••>«„) — а. (34) 

По самому составлению функции (34), уравнения 

_ дУ/ _ дУР 
Рт+1 дх>^'-"'р*~дх ' ^ + да ' " " 9 п ~ да 

1)1+1 |Х ¿7(1 + 1 Ип 
равносильны уравнениям (290 и после решения относительно 
а , „ + 1 > - • •><*„ обращаются в 

Ф , ) ! + 1 = а т о + 1 , . . . , Ф ^ ^ , Ф + 1 = а ж Ф„ = а„. (290 

Составляем далее по интегралу (34) уравнения, определяющие 
характеристическое многообразие Ст системы (50: 

_ д]У д\У дш < Э Г 

6 т + 1 ' ^ + Т ' - ' ^ = ч : ' ^ + 1 = ч + т - - - ' 6 » = " ^ : - ( 3 6 ) 

Исключая из последних уравнений о.т+1,...,ап при помощи уравне
ний (290) мы, пользуясь обозначениями § 122, преобразуем уравне
ния (36) в 

По теореме § 122 имеем 

да, 
^ 0 , 

(А, / = т + 1,.. .,п). 
Кроме того 

• ^ ^ = = 0 , ( / = т + 1 , . . . , п ) (г = 1 , 2 , . . . , т ) (38) 

так как равенства (37) образуют интегралы уравнений в полных 
дифференциалах, определяющих характеристические многообра
зия Ст системы (50-

Так как из первых р — т уравнений (29), можно найти рт+1,..., р а , 
а из последних п — [А МОЖНО найти х^ + 1,...,хп, то из первых 
^ —171 уравнений (290 мож::о найти р ы + 1 г . . . , р^, а из последних 
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п — у- можно найти 9 н .+1>-"> а

И ' Основываясь на этом, мы можем 
заключить, что из последних п — ]А уравнений (37) можно, после 
исключения из них Рт+1,-.-,Р^, найти у^ + 1,---,Уп-

Действительно, если нахождение рт+1, • ••,Рр из первых [А— т 
уравнений (29') преобразует их в 

•?„+! = О, . . . . =0, 

если исключение этих аргументов из уравнений (5') преобразует их 

Ы = о,. . .,(?т) = о> 
а исключение их из левых частей последних п — [А уравнений (29') 
и (37) приводит к функциям 

то на основании леммы § 126 функции (39) образуют полное 
собрание решений системы 

( Ы , Ф) = 0, (?у, ф) = 0, г = 1, 2 т , у = /п + 1 , . . . , I». 

Функции такого полного собрания алгебраически независимы отно
сительно 2(п — р.) аргументов 

9 ц + 1> ?|1 + 2» " °го' •У(1 + 1 ' - , - » * 7

т > 

а так как последние уравнения (29') разрешимы относительно 
<7и.+1>- ,->ап> н а Долю последних п — [А уравнений (37) остается 
оказаться разрешимыми относительно у^+1,... ,уп. 

Возвращаемся теперь к старым переменным. Уравнения (5') 
обращаются в (5), первые ц — т уравнений (29') обращаются в 

ф « + 1 = « * + 1 . - - - . % = %> (4°) 

а последние п — [А уравнений (39) обращаются, скажем, в 

^ Н ^ ' - - Ч ^ И - ( 4 0 ) 

Функции 

ф Ф ф (ЖЛ (Ш) (41) 

находятся, по сказанному в § 127, в инволюции между собою и 
в инволюции с функциями «>„,. 

При этом, система уравнений (40) и (40') разрешима относи
тельно 

Рт1 Рт+1 '••> Р^> Рр + V • • - Рп> (42) 
так как при обратном переходе у + р..., уп обращаются в р ^ р п 
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Найдя собрание уравнений (40) и (40'), мы, значит, находимся 
в условиях § 124 и можем, найдя из них функции (42), составить, 
интегрируя, полный дифференциал 

(1г = р^х, 4- • • • + Р»о!хп, 
полный интеграл системы (5). 

129. Примеры. 1) Найти полный интеграл системы 
/4 = ^ 2 — 2 ^ = 0, Г2 = х1р1 — 2х1*-Рзх3 = 0. (43) 

Система замкнутая, так как 
(/Ч, 4 = 4/>8» - 2хх*Ръ = - 2 ^ . 

Следовательно, система 

А — Т ^ = 0 . & ^ = 0 (44) 
х1~ х1 

в инволюции. Отыскивая какое-нибудь решение системы 
дф _ 4рз дФ _ 0 дФ _ хз_ дФ , />д_ дФ_ _ 0 

с*лг2 х х

3 длг3 ' дл^ <?*3 хх др3 ' 

легко находим, что ей удовлетворяет функция 

Присоединяя к уравнениям (44) уравнение 

£ 3 - — п а 3 

х \ 

и решая полученные уравнения, находим: 
рг = 2хх -\- а3х3, р.2 = 2а3, р3 = а1х1, 

откуда заключаем, что полный интеграл системы (43) 
2 = х \ + а-ъх\*г + 2а 3

2 дг 2 —а. 
2) Найти полный интеграл уравнения 

^ = ( л + /?2) 2 + ( * 1 - * 2 ) 2 - * з / ? з = 0. (45) 

Составляя уравнение 

(^ ,Ф) = 2 ( р 1 + р 2 ) - | | - + 2 ( р 1 + р 2 ) ^ | — 2 ^ - ^ ) ^ - + 

без труда убеждаемся, что функции 
Ф 3 = дгзр3, Ф2 = Х 1 — лг2 (46) 

ему удовлетворяют. Функции Ф 2 и Ф 3 очевидно находятся в инво
люции. Выполнив подстановку Лежандра, полагая 

2 = г х2рч, р% = у & <72

 = х2 
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и не меняя хх и х3, мы преобразуем уравнение (45) в уравнение 

(Рх + У*Т + <Л + <72)а - *зРз = 0 (45') 
и имеем возможность, преобразуя (46), присоединить к нему еще 
два других в инволюции с ним и в инволюции между собою: 

*зРз = «з. *1 + 9% = «2- (4б'> 
Отыскивая из уравнений (45') и (46') р , ра, находим 

«з „ „ I 
Рз= —, 9ъ = а2 — хг> Р1 = —Цо-т-Уа3 — а2* 

и получаем полный интеграл уравнения (45'): 

2=— да! + V«з"ач2 • х1 + «2^2 + «з Ь г х 3 — а. 
Ограничиваясь только необходимыми выкладками, пишем: 

7 _ _ „ С
2£1 

0 2 — ^ 2 — ^ 7 - ; 
У а3 — а 2

2 

исключение а 2 и а 3 при помощи уравнений (46') дает 

А _ „ (л'г + у 8) л:, 
У* 3 Рз — (*1 + 92)2 

Возвратившись к старым переменным, видим, что к уравне
нию (45) можно присоединить два уравнения: 

хзРз = а3, р ъ - — Ь = ^ = = = ЬА (47) 
У * з Р з ~ (*1 — х ч ? 

5щГЪешая уравнения (45) и (47), находим 

а3 ^ (*1—*а) *г 
Рз — — 1 Р-2—°2 

У а 8 - f o - * , ) * 

У а 3 — ( л : ! —дг 2)-

откуда вытекает, что 
z = — A 2 * i + * i У а 8 — ( * 1 — * 2 ) 2 + ¿ 2 * 2 + ^3 Iogxg — а 

полный интеграл уравнения (45). 
130. Системы уравнений, зависящих от неизвестной функции. 

Теория, развитая в § 124, 125, 126 и 128, может быть распростра
нена и на системы уравнений, зависящих от неизвестной функции. 

Положим, дана система уравнений 
Fi 0*1, х2, ... , хп, z, ри..., рп) = 0 

( (48) 

Fm (*i, *2, • • • , z, ри..., рп) = 0 

в инволюции, т. е. такая, в которой каждая скобка 

[F„ Fj] (49) 
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тожественно равна нулю. Составим систему уравнений 

г п Л 1 ХЧ<^' (дФ I д Ф \ д Ф d F < 
Г Я/V /Яст> ЛсТ) \ Я сТ) 1 

0. (50) 
к = 1 

Система уравнений (50) замкнутая. Действительно, по сказанному 
в § 31 мы имеем 

1 У > К . < f ] J + К . [Ф. ^ 1 1 + [ « . К , f J I = 1К Ф] 4-

Следовательно, если положить 
[Fu Ф]=Х1(Ф), 

то на основании заданий о системе (48) имеем: 

Ъ (*)) - (Ф)) = (Ф) - Xj (Ф), 

откуда вытекает замкнутость системы (50). 
Если нам удастся найти п -\-1 — m решений системы (50) 

•^«( + 1» ?̂>í +  2»" " '» ^п» ^ п + 1> (51) 
находящихся в инволюции между собою, т. е. таких, что 

[Fj,Fh]=0, U, Л = ш + 1,.. . , п + 1), 
то система уравнений 

^ = 0 , . . . , F m = 0, F m + 1 = a m + 1 , . . . ; F„ = a„, F„ + 1 = a (52) 

будет в инволюции. Если, кроме этого, из системы (52) можно 
найти 

Pl> Р2У • - У РПУ Z > 

то, по сказанному в § 105, найденное z будет решением системы (52) 
и, в частности, решением системы (48), зависящим от п — m - j - í 
произвольных постоянных, причем исключение этих произвольных 
постоянных из уравнений 

_ dz dz 

приводит только к таким уравнениям, которые равносильны 
системе (48). Значит, z будет полным интегралом системы. 

В сказанном заключается обобщение теоремы § 124. 
131. Распространение второй методы Якоби на замкнутые 

системы, зависящие от неизвестной функции. Для приложения 
указанной методы к любой замкнутой системе надо уметь преобра
зовывать ее в систему в инволюции, чего теперь, решением относи
тельно pv ръ,. • •,/?„, предполагая, что она относительно этих аргу
ментов разрешима, достигнуть уже нельзя. Для достижения цели 
приходится выбирать аргументы, отличные от указанных. 
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Для проведения рассуждений мы нуждаемся в более общей 
теореме о скобках, чем те, которыми мы пользовались до сих пор. 

Т е о р е м а . Если дана система 
Е^х,, *2|-• -,хи, г, ри.. .,рп) = 0, (¿=1, 2,.. .,т) (48) 

разрешимая относительно некоторых из аргументов 
хи лт2, • . . , хп, г, р1,..., рп (53) 

и система 
Г Ф Д ^ , х»...,хп, г , Р х , . . . , Р п ) = 0, (г = 1, 2 , . . . , т ) (48') 

ей эквивалентная, т. е. такая, которой удовлетворяют те же 
значения аргументов (53), и если система (48) замкнутая, т. е„ 
если скобки 

[К /V] 
обращаются в нуль значениями (53), найденными из уравне
ний (48), то система (48') тоже замкнутая. 

При доказательстве теоремы мы будем предполагать, что, впрочем, 
не оговаривая, мы делаем всегда, что функции Е{, Ф 1 голоморфны 
вблизи некоторых начальных значений их аргументов. 

Рассмотрим систему уравнений 
Е{ (х1г х2, ...,хп, г, р1г. . .,рп) = Еи (г — 1 , 2 , . . .,т) 

и решим ее относительно тех аргументов (53), которые мы находим 
из системы (48). Мы получим их в виде функций 01 остальных 
аргументов (53) и аргументов 

ЕЦ Е2>. . . , ЕТ; 

^"при этом эти функции голоморфны при 
/4 = 0, Е2 = 0,..., Ет = 0. 

Подставляя найденные значения в функции (480, мы дадим им вид 
Ф, (х» х2,..., хп, г, ри..., р„) = ф4 (и, Ех>..., Ет), (54) 

где буквами и обозначены не исключенные аргументы (53) и где 4, 
разложимы в ряды по возрастающим степеням Еи.. ., Ет; при этом 
равенства (54) обращаются в тожества после замены Е, их зна
чениями. 

Все функции Ф, обращаются в нуль от подстановки в них 
аргументов (53), найденных из уравнений (47); значит, 

ф,(и, 0,...,0) = 0, 
т. е. указанные выше ряды не имеют свободных членов. 

Вследствие этого, вынося из членов рядов, зависящих от Ег, г \ 
^ за скобки; вынося из оставшихся членов, которые зависят от Е%, Е2 

за скобки и поступая так далее, мы можем равенствам (54) дать 
вид 

Ф, (*1 ( х2,...ухп, г,рх,...,Рп) = + . . . + ЕТ, (540 

где А — функции от аргументов (53). 
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Из последних равенств на основании свойств ^скобок Якоби 
вытекает равенство 

к=т 1 = т 

*fc=i г=1 
í  = m к = т к = и 

2{[24Ч, <]/>,+[ 2 ^ ^ . К } -
1 = 1 к = 1 /£ = 1 
l = mk = т 

= 2 2 {И?. М - Р ^ М М -1 = 1 k = l 

из которого следует справедливость теоремы. 
Теорема § 102 лишь частный случай доказанной теоремы, также 

все выкладки § 105 покрываются этой теоремой. 
Основываясь на доказанной теореме, легко установить, что, 

решая замкнутую систему (48) относительно т из аргументов 

X\i *2> • • • , *ni, • • • > *п> 

мы преобразовываем ее в систему в инволюции. Действительно, 
если система 

? i = * i — Л = 0 , . . . , ?„ = * m — / т = 0 (55) 

равносильна замкнутой системе (48), то она замкнута. Но скобки 

[?« ?Л 
не зависят от х и . . .,х„, так как функции <?и. . . , ср т линейны относи
тельно этих аргументов, и потому, будучи обращающимися в нуль 
на основании уравнений (55), они равны нулю тожественно. 

Также мы преобразуем систему (48) в систему в инволюции, 
решив ее относительно z и т — 1 из аргументов ри..., р „ „ . . . , р п , 
например, переписав в виде 

2 - / = о , л - Л = о,..., - / „ , _ , = о 
и заменив системой 

? = 2 — / — *1 CPl — /i) — • • • — ( р м _ х — / , „ _ ! ) = 0 1 

Т1 = л - / , = о,..., ?ж_, = = а | ( 5 5 1 ) 

Чтобы убедиться в этом, достаточно проверить, что скобки 

[? ,?Л. (1 = 1,2. . . . ,т-1) (56) 

тожественно равны нулю; система (55^, именно, замкнута и послед
ние ее т — 1 уравнения, как не зависящие от г и решенные отно-
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сительно Р\, • • • > Рт—\1 находятся в инволюции. Составляя же 
скобку (56), имеем 

к = 11 

2 до д<р4 / 

d p i d ^ - l _ d ^ + ^ дхТ + - + 
/£ = 1 

выписанные же члены в последнем равенстве не зависят от 
Ри-• •> Pm—v z> и потому последняя скобка равна нулю тожественно. 

Отметим, однако, что задание о том, что система (48) в инво
люции, нам нужно только для того, чтобы установить, что система (50) 
замкнутая. 

Если для замкнутой системы (48) мы найдем п-\-1 — т функ
ций (51), находящихся в инволюции с левыми частями уравнений 
системы (48) и между собою, то система (52) попрежнему будет 
замкнутой, и заключение прошлого параграфа останется справед
ливым. 

Последнее заключение позволяет видоизменить методу так 
чтобы использовать сказанное в § 118. 

Переделав данную замкнутую систему (48) в систему 

<?i=Pi — Л * 2 > - • • > • * „ , z, Pm+v • •> pj = 0 

?m = Рщ —im 0*1» Л'2. • • • , X n , Z , Р т + 1 , . . . , р п ) = 0 

предполагая, конечно, что якобиан 
D(FU...,FJ 
D(Pl>- • -,Рт) 

(57) 

(58) 

не обращается в нуль на основании уравнений (48), мы можем 
систему (50) заменить системой 

/г лмч дФ , . дФ , 

к = п 
. X 1 /до , . / дФ дФ\ дФ с?ср,\ 

7с = т +1 

Система (59) замкнута и так как она нормальная, то и в инво
люции. 

Если мы найдем п -{-1 — т независимых решений системы (59) 

Ф » + 1 . (60) 
находящихся в инволюции между собою, то система уравнений 

?! - 0 , . . . , <?„, = 0, Ф , Н 1 + 1 = ат+1,. . . , Ф п = ап, Фп + 1 = а (61) 
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будет замкнутой. Действительно, мы имеем 
([<?,-, Ф* - а,,]) = ([?„ Ф,,]) = 0, г = 1, 2 , . . ., т 

[ Ф „ - а „ , Ф„ — ад] = [ Ф Л ) Ф,] = 0. Л = ш - Ь 1 , . . . , П + 1. 
Следовательно, если из уравнений (61) можно найти 

Ри Р2>- • •> Р«. ~» (62) 
то мы сможем найти полный интеграл системы (57) и даже без 
новых интегрирований. 

Последнее обстоятельство имеет место не всегда. Но можно 
внести в теорию некоторые добавления, аналогичные добавлениям 
§ 128, и сделать ее приводящей к цели во всех случаях. 

Отметим, что если система (48) была в инволюции и были 
найдены функции (51), находящиеся в инволюции с левыми частями 
уравнений (48) и между собою, то после преобразования системы (48) 
в систему (57) функции (60) могут быть написаны сразу: они полу
чаются из функций (51) простым исключением аргументов р1,...,рт 

при помощи уравнений (57). 
Это непосредственно вытекает из леммы § 126 и может ока

заться полезным в случае, когда система (52) не разрешима отно
сительно аргументов (62). 

132. Дополнение к распространенной методе Якоби. Положим 
теперь, что система (61) не может быть решена относительно 
аргументов (62). Положим, что кроме аргументов ри р 2 , . . . , рт, дан
ных первыми т уравнениями (61), из следующих [х — т уравнений: 

могут быть найдены р , „ + 1 , • • • > Р^ и ч т о исключение их из осталь
ных уравнений (61) приводит к уравнениям, не зависящим более 
от аргументов р ( 1 + 1 , . . . , р „ . Докажем, что в этом случае из остав
шихся уравнений могут быть найдены аргументы х^+1,.. .хп, г. 
Действительно, найдем из уравнений (63) р ш + 1 , . . ., Р ( 1 и исключим 
их из первых т уравнений (61). Мы преобразуем эти уравнения и 
уравнения (63) в систему 

Ы = л — {/Л = о , . . . , = рт—{/„,} = о, о т + 1 = 
Рт+1' •л та+1» = 0, сэ —п • " / , = 0. (64) 

Этой системе отвечает система 

дФ 
дрп 

дФ 
ох* Ри 

дФ 

(г'=1,2,.. .,т) 

дФ . дФ \ 

0"=т-{-1,. - ., И-) 

(65) 
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По сказанному в § 126 функции 

{«ил.---. ( ф л + 1 » <б 6> 

образуют независимые решения системы (65). 
Действительно, мы имеем по заданию 

/ 1 = 1 , 2 , . . . . т \ 
( [ ? „ Ф Л 1 ) = ° Л Ф * ' Ф Л = о , [ ф / , Ф Л ] = о л = 1* + 1 , . . - п , п + 1 I. 

|г' \/<г = т - 4 - 1 , . . . , р. / 
Следовательно 

{ К Ф ; 1 ] ) = 0 , {[Ф4,Ф,]} ^ 0 {[Ф У ,Ф 1 1 ]}=0 , 

если знак {} обозначает результат исключения Р т + 1 , - • •, р^ при 
помощи уравнений (63). 

Но тогда по лемме § 126: 
/ г = 1 , 2 , . . . , т 

{ К Ф л ] } ^ 0 , { [ Ф и Ф , ] ) ^ 0 {[Ф„Фл]}=0 у ^ т + 1, . . . , , . 
\Л = (А-1-1,. . . , л + 1 У. 

Последние тожества соответствуют уравнениям (65). 
Система (65) имеет 2(п — р-) -]— 1 решений, независимых относи

тельно 
1» Хр.+2 ' ' ' > "*«> 2 ' Ри. -|- 1» • • • > РП'У 

так как по предположению функции (66) не зависят от Р ^ + 1 , р„? 
уравнения 

V { Ф , + 1 } =%+1,...,{ Ф„} = ап, ( Ф п + 1 } = а (67) 

должны быть разрешимы относительно аргументов х^+1,..., хп,г. 
Выполним теперь подстановку Лежандра, положив 

Р ( , : + 1 = Уг.+»---,Р*=9п> г = г — р^ + 1 х^+1— Рпх„ I _ 
х*+1 = —Я,;+1>- • •> хп = —Ч,о2=г — д{1_+1 9^ + 1— •••—9»9п> 

Мы преобразуем систему (57) в систему 

?1 = Р1 — Л = 0 , . . . , = р т —]т = 0, (57') 
в которой 

/ , = /<(*!, *а.---» V — ̂  + — <7Я. -2"—<7̂  + 1 ^ + ] — ?„г/„, 

Ри - • •> Р^ 9р + 1> - • •' 9п) 

и которая также замкнута. Функции (60) преобразуются в функции 

ф»+1.- - - . ф« . ф»+1. (600 
в которых 

Р « + У • •> Ри-' 9?. + 1>- • •> Уп)» 
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При этом, так как 

и 
дФ,- дФ,- ~Щ дФ, 

([<?„ * Л ) = [?. ФЛ - т. > ( К Ф Л ) = Ь ФЛ -ъ-51'-дТ=-д7> 
имеем 

( [ ? , Ф Л ) = ( К Ф Л ) -

Значит функции (60') образуют решения системы 

(Ь, Ф]) = 0 (£ = 1,2,. . . , /77) (59') 

и находятся в инволюции между собою. 
Уравнения 

?i = 0, • • •, ?„ = 0," Ф т + 1 = в , + 1 Ф, = ап, Фп + ! = а, (61') 

однако, разрешимы относительно аргументов 

Pl, Р-2>- • •> Рп, Рт+1У •> / V + • • ' ^ ^ б 2 ' ^ 

Последние тг -f-1 — и- уравнений (61) могут быть, при помощи пер
вых JA, преобразованы к виду 

^ + 1 = ^ + 1 (*!' Л ' 2 " • •> • • ' = т\, 2 = ф • - ,* , , ) , 

откуда ясно, что последние п-\-1—и. уравнений (61') могут быть, 
при помощи остальных, переделаны в 

— 7р. + 1 = ^ +1 (•*!> *а.• • • >*„.)> • • • , -9п=Ъп • • • .xj, 2—9р + 1У^ + 1— 
— • • • —qn3n = ^{xu---,Ху). 

Итак, мы находимся после преобразования в условиях, отмечен
ных в § 131, и Z, найденное после решения уравнений (61'): 

2 = W(xlt х2>. ..tXvf Sf.+v • .,Sn, a m + v . . .,an, а) (69) 

будет полным интегралом системы (57'). 
Отсюда вытекает, что, решая относительно а т + и . . . , ап, а, 

b m + v - • - ,Ьп уравнение (69) и уравнения 

_ dW _ dW dW _ dW • 
Pm + i — 0 x ' ••' Pf. dx ' ^ + 1 - du ^ ' " ' , 4 n ~ ~ dun I 

dW , dW dW_u л_ЁК-п \ 
da 6™+1_r d a m + , ' - - - ' da ^ dan j 

мы получим полную систему независимых решений системы (59'). 
Если, следуя сказанному в § 118, мы обозначим чере'з со знач

ками меньшими тг -|- 2 решения системы из уравнения (69) и урав-
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нений (70) в первой строке, то мы получим, что решения системы 
(70) даны равенствами 

ф = = А Ф = 6 ( П > 

где вообще 

Отметим при этом, что на основании теоремы § 122 справедливы 
зависимости 

[Ф„ эО,(г.у = т-Н1,.. • м " + 1 Ш я + 7 г , Ф м . Д = 0,(Л,^==т + 1,. . .,„) 

, ] = 0, (г, / = т + 1, • • •, тг, г Ф /), , ф я + , ] = — -г^щ , 

. да I 
и ,ь 1 = 1п+±. 
1Чп + 1> 'п + г! I ЛП/\, ' 

\~da~) 

Из ТОГО, что ^ полный интеграл системы (57') и из способа 
его составления решением системы (61') ясно, что уравнение (69) 
с первыми тг—?л уравнениями (70), равносильные уравнениям (71) 
первой строки, равносильны последним п -)- 1 — тп уравнениям 
(61'); значит, мы имеем 

Э — Л Ф = ф Ф = Ф ф = А ф ,1, 

»7+1 Тт+1>---> > Т|1» ^1x4-1 + ^ и У я ^п. + 1 — т П - Ь 1 -

Из этого ясно, что первые <А — т уравнений (71) разрешимы отно
сительно рт+и...,р^; основываясь на этом, можно установить, что 
последние тг—[А уравнений (71) разрешимы относительноу^ + 1,.. .,уп. 
Действительно, если нахождение рт+1, •••,р^ из первых — тп 
уравнений (71) преобразует их в 

? Я , + 1 = 0, . . . ,^ = 0> 

если исключение этих аргументов из уравнений (57'), преобразуют 
их в - _ 

Ы = о , . . . ( ? и ) = о , 

а исключение их из левых частей уравнений (71), со значками, 
большими [А и п-\-\>-, приводит к функциям 

( Ф 1 1 + 1 ) , . - - , ( « и , ( Ф « + 1 ) , ( Ф „ + ! 1 + 1 ) , - - -,Ы, 

то эти функции, на основании леммы § 126, образуют независи
мые решения системы 

([(?*), т-3) = 0,(1 = 1,2 т), ([?,, Ф]) = 0, 0 = т + 1 , . . . , <А) (72) 

21 Н. Гювтвр. 

file:///~da~
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Действительно, на основании теоремы § 122, функции ф с указан
ными значками удовлетворяют не только системе (59'), но и системе 

[Ф ( , Ф] = 0, ( /= /71 - И , . . . , и) 
которая равносильна последним ^ — т уравнениям (72). 

Из уравнений 

+ 1) = ° а + 1' • • ' ' (Ф«) = «И' (Ф» + :) = «» (Ф,1+ + = 

= ^ + 1 . - - - > ( Ф 2 , , ) = Ч , (73) 
можно найти аргументы 

+ ! , «7^+2, • • • . 2 , ^ + ц • • • , у», (74) 

так как левые части их образуют полное собрание линейно неза
висимых решений системы (72)- Но из первых п — 1 уравнений 
(73) можно найти только первые /г — и-4-1 аргументы (74). Значит 
из последних, после исключения из них этих аргументов, можно 
найти г/.̂  + 1,- • 

Из сказанного ясно, что функции 
Ф ш + 1' Ф и Ц - 2 > , , - > Ф и ' '1<и + 11 + 1» • • • ' Ф:»»' (75) 

где знак ф обозначает результат обратного преобразования Ле-
жандра, образуют собрание решений системы (59), алгебраически 
независимых относительно р1Н + 1, • • •, рп; функции (75) при этом на
ходятся в инволюции так как, как указано, 

1Л, [ф*. ^ ^ ] = [ Ф . Т ^ ] ^ 0 . (76) 
Остается найти еще одно решение системы (59), находящееся 

в инволюции с (75), из которого можно было бы найти г. 
Вспомним, что, кроме (76), мы имеем 

с*а / \ да 
Основываясь на этом, легко убедиться, что функция 

Фя + ! — Фа + 1 Ф„+ .,+!—•••— Ф„ Ф2„ = Фо (78) 
находится в инволюции с функциями 

Ф»ч 1» Ф»я+2>---» Фи» Фп+и.+1»• • •» Фгп' (79) 

Относительно первых ц — т функций (79) это очевидно, так как 
каждая из них в инволюции со всеми функциями, входящими 
в состав (78). Далее же 

г \ - и ' 2 Ф*Фп+*]=[Ф»-н» Ф»+11— Е Ф Л Ф « + * ' Ф П . Ц И -

2 +!< ^ " + »' = / ЯП/ \ [Ф»» +1 Ф» + ¿1 ^ 0. I 
к=р.+ 1 с/а 
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Итак 
[Ф». Фо] = 0. (г' = 7п + 1,. . / 7 7 - Г ; А + 1,. . . , г.) 

Кроме того, так как Ф 0 функция от решений системы (60'): 

Возвращаясь к старым переменным, из сказанного заключаем, что 
функция 

% = + 1 — %+1 ^ + , + 1 - • • • ~ Ф п %п 

решение системы (59) и что 

[%, Фа1 = 0, [ ^ я + р ф 0 ] ^ 0 , / = а + 1 , . . . , Л . (1- = т + 1 , . . . > | 1 ) . 

Возобновляем теперь дважды выполненные рассуждения. 
Решая систему 

? 1 = 0 , . . . , ? ш = 0, Ф м + 1 = 0 , . . . , Ф и = 0, Ф „ + „ + 1 = 0 , . . . , ф2 г е = 0, 

относительно р1,...,р,1, составляем систему 

Ы = ^ - ( Л ) = о , . . . = - (/т) = о, 

и соответствующую ей 
([(?,). Ф]) = О, ([с?,,Ф]) = 0 , / = т + 1,. . . ,гг 1=1,2 , . ,т 

Исключение р1гр»,. • •, рп из Ф 0 дает решение этой системы; при 
этом результат этого исключения не постоянная; иначе переход 

<^~к новым переменным показал бы, что функции Ф,- не алгебраически 
независимы. Следовательно ( Ф 0 ) зависит от г. 

Из всего сказанного вытекает, что функция 
ф —ф л — ф 7. 

есть как раз то решение системы (59), которого нам не доставало. 
Следовательно, если мы, исключив рт+1, • • -,рп, найдем г из урав
нений 

Ф ш + 1 = а т + 1 , Ф ^ а ^ . , Уп+9.+1 = К + „ . . ., Ф 2 ) 1 = Ьп 

ф п + » — ф а +1 К + х — Ф» Ь п . • с, » 4 - 1 ^ + 1 1* + 1 

то мы получим полный интеграл системы (57). 
133. Нахождение состоящих в инволюции интегралов системы 

характеристических многообразий. Остается показать, как можно 
найти собрание функций 

Ф ; й + 1 , Ф м 4 4 , . . . , Ф я + 1 , (60) 
находящихся в инволюции и удовлетворяющих системе 

([?„ Ф]) = 0. ( £ = 1 , 2 , . . . , т ) (59) 

Нахождение их можно выполнять шаг за шагом, основываясь 
на следующей лемме. 

21* 
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Л е м м а . Если система 

?1 = Р \ Л —0»- • • ,9т = Рт — / т = 0 (57) 
замкнутая и 

Ф , д + 1 , Ф м + 2 , - - . , Ф , (80) 

решения системы (59), находящиеся в инволюции, то система 
уравнений 

([?„ Ф]) = 0, (г = 1, 2 , . . . , т), [ Ф , Ф] = 0, (j = т -|- 1,. . ., /) (81) 
замкнутая. 

По заданию, мы имеем 

( К Фу]) = О, [Ф„ Ф„] = 0, (А = т + 1 , . . . , 0 (82) 
Положим 

X, (Ф) = ([с?,, Ф]), Г , (Ф) = [Ф„ Ф]. (83) 

Для доказательства замкнутости системы надо установить, что 
ад(Ф))-*,(*ДФ)), К , ( Г Л ( Ф ) ) - Г „ ( Г , . ( Ф ) ) , * , ( Г , ( ф ) ) _ 

- ад(ф» 
равны линейным комбинациям левых частей уравнений системы (81). 
Для комбинаций первой группы это вытекает из установленной 
замкнутости системы (59); для комбинаций второй группы это есть 
следствие задания, по которому функции (80) в инволюции и уста
новлены в § 130. 

Остается рассмотреть комбинации последней группы. 
Приступая к доказательству, примем во внимание тожества 

^ Ф ^ - ^ Ф ; ] - ? , ^ , ^ ^ ) - ! ? , , Ф 1 - ? ( | ^ , ( < ? , ) = = 0 (84) 

и воспользуемся тожеством § 37. Имеем 

[?,, [Ф*Ф]1 + [ФДФ,?Л1 + [Ф>[<?„ФЛ] = [Ф, -» ф ]+ [Ф.?.] + 

+ Д Г [ * . Ф Л -

Пользуясь (84) и тожествами (82), последовательно пишем: 

[?» [Фу, Ф]] - [Фу. ([?» ф ] ) ] - f [Ф, ([?„ Фу])] 

d<ft дФ <ЗФ, 
ф,<? £ ' 

- дФ 

дФ 

+ 

[Ъ, [Фу, Ф ] ] - [ Ф у . ( [ ? „ Ф ] ) ] = ? , -

= [ Ф . Ф ] - ^ ^ Ф ] + ^ - г Ь Ф у ] 

<ЭФ 
Ф . " дг 

_ _ ^ Ф [ в ( ф . ] _ 
дг 

дФ, 1 дФ,- д<р, дФ,-

<?Ф 
Ф 

дФ 
J' дг 

дФ, ф . L 
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Исключая ри. . ., рт, находим 

(Ы [Ф„ Ф]]) - [Ф„ ([*. ф ])3 = ( [ ф „ Ф] . 
Следовательно 

^ ( Г , ( Ф ) ) - Г , № ( Ф ) ) = . ( - ^ | ГДФ) , 

что и требовалось доказать. 
Основываясь на доказанной лемме, можно следующим образом 

вести нахождение функций (60). Найдя одно решение Ф т + 1 си
стемы (59), можно присоединить к системе уравнение 

и искать решение Ф , в + 2 новой системы. После его нахождения 
присоединить к системе уравнение 

[ Ф д а + г > Ф ] = 0 
и искать решение Ф И 1 + 3 новой системы и продолжать так далее, 
пока не будут найдены все функции (60). 

ГЛАВА ОДИННАДЦАТАЯ. 

О ПОЛНОМ ИНТЕГРАЛЕ С. ЛИ. 

134. Интеграл М(п). Положим, что дана «истема уравнений 
^(*! ,л- . 2 , . . • , х п , г , р 1 г р 2 , • • •,р„) — 0, (¿ = 1,2,.. .,т) (1) 

замкнутая или нет. 
Предположим сначала, что она разрешима относительно неко

торых из производных и может быть заменена, например, системой 

<Р> = Рг — Л *2>•••> * » > Р т + 1 , Рп) = 0. (г = 1,2,. . . , т) (2) 

Согласно с определением, данным в § 116, интегралом си
стемы (1) называется совокупность значений 

х19 х2,..., хп, г, рх, р 2 , . . .,рп, (3) 
если они образуют многообразие п измерений, удовлетворяют 
уравнениям (1) и, сверх того, связаны зависимостью 

6г = р! йхх + р 2 с1х2 + . . . +рп аха. ( 4 ) 

Чтобы задать интеграл М(п\ надо или задать аргументы (3) в функ
ции от п параметров, или связать эти аргументы, число которых 
2/г~]-1 , л ~ т 1 алгебраически независимыми уравнениями, оставляя 
возможность выбирать за параметры некоторые п из аргументов (3). 

Выбирая последний способ задания, положим, что интеграл Л / ( п ) 

задан уравнениями 
^(хих2>.• 2 » РиРъ •••,Рп)~ 0, 0 '=1, 2 , . . .,п, п-\-1) (5) 
и сделаем несколько замечаний о характере уравнений (5). 
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1) Исключая из уравнений (5) аргументы р{, ...,рп, мы можем 
получить одну или несколько зависимостей, связывающих аргу
менты z,xu. . .,хп. Среди этих зависимостей по крайней мере одна 
содержит z. В противном случае, в число произвольных парамет
ров, определяющих М^"\ вместе с некоторыми из pL, ра> • • •, Р„ мы 
должны были бы включить и z и из уравнения ( 4 ) , приравнивая 
друг другу коэффициенты при дифференциалах произвольных па
раметров, мы получили бы, так как, при сделанном предположении 

dxv dxo, • • - ,dx„ 
от dz не зависят, что 

dz = 0, 

т. е., что Z постоянное, что противоречит сделанному предполо
жению о независимости z. Итак, одно из уравнений (5) всегда 
может быть заменено уравнением вида 

z = & ( A - j , A - a , . . .,лг„). (б) 

2) Если среди уравнений (5) только одно (б) не зависит от 
Pi,---,p„, то вследствие (4) 

Р1~~дх~'---,Рп-~о\, 
и (6) дает решение системы (1). 

3) Если исключение из уравнений (5) аргументов ри р2,. . ., рп 

приводит к нескольким уравнениям, не зависящим от этих аргу
ментов, и если они могут быть решены относительно 

Z> Хп> Xn—V " • > X;i. -f l' 
будучи заменены уравнениями 

z = §(xux,,. . . , . v j ] 

-*a + l = 9 u + L ( * l . - V 2 . . . , - 0 { -

Xn = Э я U l , X->, • • > XJ, 

то остальные уравнения (5) могут быть решены относительно 
Pi> Р-ь • • • Pw- Действительно, пользуясь (4) и сравнивая коэффици
енты при dxit i= 1,. . ., [J-, получаем 

^ = ^ + - ^ ^ 1 + - - - + ^ ^ 0 - = 1 , 2 , . . , , ) (8) 

З а параметры, определяющие интеграл Mv'\ в этом случае можно 
взять 

Х1) ХЧ' • • •> X

VJ P;J.+ 1> ' * •> Рп' 

Так как на основании уравнений (2) plt р.,,.. ., рт определены, когда 
заданы другие аргументы, всегда можно распорядиться так, чтобы 
Pi,•••> Рт не были в числе параметров, определяющих 
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4 ) Если, решая уравнения (5) относительно ри р>,---,рп, мы мо
жем найти только piy р2>. . ., р , составив уравнения 

р1 = Фп Р2 = ^ - • -,Р* = %1 

то уравнения, получившиеся из (5) исключением P l , р 2 , . • •» Ра> могут 
быть решены, кроме z, относительно х . .,хп. 

Действительно, уравнение (4) принимает вид 

дх\ d x i ^ " ' ' ~ 1 г d x " = ^ + • • • + ^ dxv-

4- +1 dxv. + i - f • • • + P» DX»< (40 
причем + p . - . , p„ остаются произвольными. Дифференцируя по 
Рл + 1>~ • ->Ря> получаем тожества вида 

+ Л«> cfc, +- . . . +Af dx^ = 0. (у = .х + 1 , . . . , п ) 
Если из указанных уравнений нельзя найти х., то dxit...,dx, най
денные при помощи них, от dx, не зависят и из написанного 
тожества вытекает, что dx- = 0, т. е. что х- = const, тогда как 
она должна была бы быть произвольным параметром. 

135. Полный интеграл MfnK Положим, что кроме аргументов ( 3 ) 
уравнения (5) зависят от п — т-\~1 параметров 

ат+1, ат+2,. . ., а, (9) 
имея вид 
<>\(хих2,xn,z,pu. . . ,рп, ат f 1(. . . ,ап, а) = 0,(г = 1,2,.. . ,п, п 4-1) (б7) 

и что исключение из уравнений (5') параметров (9) дает систему 
уравнений, связывающих аргументы ( 3 ) и равносильную системе (1). 
Тогда интеграл мы назовем полным интегралом или пол
ным интегралом С. Ли, 

Сделаем о полном интеграле М несколько замечаний. 
1) Считая систему (1) преобразованной в систему (2), мы мо

жем из уравнений (5') откинуть те, которые получаются исключе
нием параметров (9), присоединяя уравнения (2) к уравнениям, 
определяющим полный интеграл М^; тогда остальным уравне
ниям можно дать вид 

Qi C*i л'«> 2> Pm+v • • •> Рп> am+i ап,а) = 0. 
(i = m - { - l , . . . , n , n - + - l ) (10) 

Уравнения (10) должны быть алгебраически независимы относи
тельно параметров (9). Решая их относительно этих параметров, 
дадим им вид: 

Ф,»+1 С*1» • • •, - V Р , „ + Р • • • ,р„) = а т + 1 ) 

[ ( И ) 
! 

Ф« + 1 (*! Хп> Z> Pm+V РП) = а- J 
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2) Исключая из п — т -\-1 уравнений (10), п — т аргументов 
Р,»+1> • • • >Рп>

 м ы получим одно или несколько соотношений, не за
висящих от рп+1,...,р„, причем на основании замечания (1) про
шлого параграфа, одно из этих соотношений разрешимо относи
тельно г. Если таких соотношений только одно, и 

2 = & (дг15 л г 2 1 . . . , хп, а т + 1 , а п , а), (12) 

то г полный интеграл Лагранжа системы (1). Действительно, так 
как существует только одно соотношение, не заключающее ри.. - ,рп> 
все эти аргументы могут быть найдены и уравнения (11) разре
шимы относительно рт+и- • •, рп. Далее, по сказанному в прошлом 
параграфе, г данное равенством (12) решение системы; формулы 
(8) прошлого параграфа имеют вид 

д* =РГ, 0 = 1 , 2 , . . . , п) (8') дх, 

наконец, х зависит от всех параметров (9), иначе уравнения (12) 
и (8') заменяющие (11) и образующие вместе с (2) интеграл 
зависели бы от меньшего числа параметров и интеграл Л / ( я ) не 
был бы полным. 

Когда мы имеем дело с рассматриваемым случаем, система (1) 
замкнутая. Если бы она не была замкнутой, то, составляя скобки 
Якоби, мы нашли бы еще одну зависимость, не заключающую 
параметров (9), но которой удовлетворяла бы х и которая, не бу
дучи следствием уравнений (2), была бы следствием уравнений (11), 
чего быть не может, так как исключение параметров (9) из (11) 
невозможно. 

3) Далее из сказанного в прошлом параграфе ясно, что пол
ному интегралу можно, выписывая уравнения (2) и находя 
сколько можно производных р 1 , р п , дать во всех случаях вид: 

*'-» I <13) 

\ 
где правые части в последних двух строках зависят только от 

хи Х'Ъ • • • IХ'и. • 

Выполним теперь подстановку Лежандра, положив 

Р+ +1=:^11. + 1'- • •> Рц — Уп' Ху. + \— 9|1 + 1>- • •' Х п ~ °п 

^ = 2 — ^ + 1 Р. + — • • • — х

п Рп, г = г—^ +1 д„ + г—...—уп дн. 

?\ = / „ - . . > Р, 

Рт+1 = = /т+1' 

"*> + ! 
г — 
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Мы преобразуем уравнения (13) в уравнения 

=Л>- - •. Рт = /Ш 1 
Рт + 1 ==/т + 1>- ' - ' Ра | 

9 а + 1 = ~ Йа + Р ' ' • » ?„ = — *>„ 

2=-д>+1\+-----даъа+*=к 

(130 

Собрание аргументов 
Ри-••»?,»» Р о т+1'• • •'Ри> <7а + р - - - ' 9»»•*•!»• • •> V #*+1>-• ^ С 3 ' ) 

снова образует полный интеграл системы из уравнений первой 
строки. Но теперь мы находимся в условиях случая второго и ь 

значит, эта система, а с нею вместе и система (1), замкнуты. 
Сказанное в пунктах (2) и (3) приводит к заключению: если 

в соответствие системе (1) можно привести некоторый полный 
интеграл М^п\ то система (1) замкнута. 

Функция К, данная последним уравнением (13'), зависит от всех 
параметров (9); иначе, так как 

дУ / • 1 1 ч Ъ~У , 1 . Р1 = ^Л1==тп-\-\,...,^), ъ = -^-, (/ = ^ + 1,. • п) 

элементы интеграла (13') не зависели бы от некоторых из них. 
4. Решиим уравнения (13) последних трех строк относительно 

аргументов (9) и дадим им вид 

Ф т + 1 = а т + 1 > . . ., Ъп = ап, Ф„ + 1 = с, (11) 
где 

<|» = Н * И *8> . . . , . Г а , Х^ + 1 , . . .,Ха, рт + 1,. • ., р а , Ра + 1»- • -,Рп,2). 

После решения относительно аргументов (9) уравнений (13') по
следних трех строк мы, очевидно, получим систему 

Ф » + 1 в = а « + 1.---» 'К = ат Фп + 1 = в - Ф-'ъ 

Вспомним теперь теорему § 122. Составив уравнения 

а | 7 А . °У дУ дУ 
~да~ т + 1 + ~да^Г " " ' п + ' 

где 
дУ__дЪ__ д^ + 1 __ ^ 
да, да, + 1 да, "' У" да, ' 

решая их относительно Ьт+1,.. ., Ьп и исключая из полученных урав
нений ат_^_1,. . ., аи, а при помощи уравнений (11), мы преобразуем 
их в уравнения 

Ф„ + т И = ^ , „ + р - • •, %Л=ЬН. (11,> 
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Функции (11') и (111) связаны соотношениями: 

[Ь, 9 ^ 0 , [ Ф , + 1 , Ф ^ о л и ^ ^ о , [1Ф]) (15) 

- - 1 _ _ ф • _ _ 

\~да! ' о^Г/ 

в которых знак I / обозначает результат исключения парамет
ров (9) при помощи уравнений (11'). 

Кроме того, скобки 

Ъп+й 
обращаются в нуль на основании уравнений (13') первой строки; 
последнее вытекает из формул § 126 вследствие тожеств (['-?, Ф]) = 0. 

Возвращаясь к старым переменным и обозначая через Ф и + ; 
функции, получаемые из Ф п + ^, заключаем, что справедливы тоже
ства 

1т>. ту] = 0, [Ф„ + 1 , Ф;] = 0, [Ф,, Ф , + ; ^ 0 , (/ ^ ; ) 

('К, Ф,1+<] = - -ТзрТТ, [Ф„ + V , Ф п + Л = — т ^ у т , Ф„+.;] = 0 (150 

[да-) [~дТ) 
и скобки 

[/> и [/> Ф„+Л 
обращаются в нуль на основании уравнений (13) первой строки. 

Здесь 
а к ап а» ,, ал,. 
да ~~да Р''- + 1 ~да "' ' Р п да" 

и функции Фя+^ получаются из уравнений 

I дь дь + 1 а&„\ 
V "аТ ~ ^ + ' Т а — • • • _ р" Та~)Ь}'+ 

+ Щ-Р»+* -да;, •' * Та])'0 

решением их относительно Ьт+у • • •, Ьп и исключением параметров (9) 
при помощи уравнений (11). 

Так как уравнения (11^ разрешимы относительно 

решая уравнения 
Ф?»+?н+1 = Ь111+1,..., Ф2п —6П» 

мы присоединяем аргументы хт+1,...,х, р а + 1 , р п к аргументам, 
данным уравнениями (13), выразив всех их через х\, х<>,...,хт. 
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136. Условие, *гг© данное М^1) полный интеграл. Из сказанного 
в прошлом пераграфе вытекает, что если уравнения ( И ) по присоеди
нении к системе (1) образуют ее полный интеграл М^"\ то 1) си
стема (1) замкнута, 2) уравнения (11) алгебраически независимы и 
3) справедливы соотношения 

['г«. ' У ^ О , ( / ,у==т + 1 , . . . , гг ,п4-1 ) 
и 4) скобки [/\, обращаются в нуль на основании уравнений си
стемы (1). 

Не трудно убедиться, что указанные четыре необходимые усло
вия также и достаточны. Из условия (4) вытекает на основании 
леммы § 126, что функции Ф! образуют решения системы 

/г дФ . дФ , V I Г I дФ . дФ 

1<=п + 1 

дФ с / ? , " 

. дРк \ дхк

 и , : дг 

0; 
Орк с1х,. _ 

функции $ и именно, от р, , р.>,. . ., р„, не зависят. 
Так как система (1) замкнута, уравнения (11) алгебраически не

зависимы в инволюции, то мы находимся в условиях § 132. Пре
образовав систему из уравнений (1) и (11) в (13), а затем, при 
помощи подстановки (14), в уравнения (13'), мы составим полный 
интеграл Лагранжа преобразованной системы; тожество 

Г 

(1Е=рхс1х1-\- . .. + р а с / л - а - р 7 , х + 1 с/г7, А + 1 - : - . . . -|-<7„с(уи 

после обратного преобразования обращается в 

йг^р^х^ . .. -|-р ! Л£/лг( 1-}-р ( л + 1 сЦ, + 1 4 - . . . Л-рпа

,хп, 
откуда вытекает, что уравнения (1) и (11) действительно опреде
ляют полный интеграл системы (1). 

Мы уже имели дело с полным интегралом в § 132, рас
сматривая исключительный случай второй методы Якоби. 

Основываясь на теореме § 132 и на только что доказанном, мы 
можем утверждать: если 

г = У(хи х%.. .,хп, ат + 1,.. .,ап, а) (16) 

полный интеграл Лагранжа системы (2) и если уравнения 

получены решением уравнения (16) и уравнений 

Рт + 1— А г >• • ->Рп — 7ГГ> (16') 
т + 1 и л п 
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относительно ат+1>аш + 2>. .., ап, а, а функции 

Ф Ф 

исключением ат+1,ат^_2,. . .,апа из отношений 

дУ дУ дУ дУ 
да *•••• дап

 Х да ' 

то мы получим полный интеграл М ( и ) системы (1), взяв за функ 
ции Ф в (11) некоторые [х функций первой строки таблицы 

Ф Ф I Ф 

?п + 1 | М.+2 

Ф » + ш + 1 | Фц+т + 2 

ф" I <17> 
72 — 7п — [А функций второй строки, не находящихся под взятыми 
из первой, и функцию 

ф „ + 1 - 2 ф < ф и 4 £ , ( П О 

в которой суммирование распространено по функциям, взятым из 
второй строки таблицы (17). 

Конечно, не всякий такой полный интеграл М{п) будет инте
гралом С. Ли; даже, вообще говоря, он будет интегралом Ла-
гранжа. Применяя сказанное к полному интегралу Лагранжа, выпи
санному в последней строке (13'), мы получим различные полные 
интегралы преобразованной системы (2). Возвращаясь к ста
рым аргументам (3), мы таким образом восстановим данный нам 
интеграл С. Ли, но составим и другие полные интегралы М^п\ 

137. Нахождение полного интеграла Лагранжа по полному 
интегралу Ж ( я ) . Сказанное в § 132 позволяет находить по полному 
интегралу ЛТ ( , 1 ) интеграл Лагранжа. 

Положим, что дан полный интеграл (5') замкнутой системы 
?1 = />1—Л = 0, '?т = рт—Л, — 0 . (2) 

Исключая из (5') аргументы рх,р2,- ••, рт и решая полученные ура
внения относительно параметров (9), мы получим данный в виде 
собрания уравнений (2) и присоединенных к ним уравнений 

9 т + 1 = ат + 1>. . . , \ = ап, Ф П + 1 = а„ + 1 . (11) 

Сохраняя обозначения § 135, положим, что из уравнений (11) могут 
быть найдены рт + и Р т + г , • • •, причем для этого достаточно 
использовать уравнения 

Ф» + 1 = а«, + 1 , - - - ^ а = а.[1. (18) 

Положим, что решая уравнения (18), мы получим уравнения 

+ 1 = / > , „ + ! — / » + 1 = 0,. • • , = = 0» (19) 

образующие вторую строку уравнений (13). 
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Из остальных уравнений (11) могут быть найдены х ^ + их^1 + 2 , .. ., 
л; , х и составлены уравнения 

+ ! • • • » * » = ^ г = = Й ' <20> 
образующие последние две строки уравнений (13). 

Присоединяем к уравнениям (18) уравнения 
Ф„ + |1 + 1 = ^ + = А„, (21) 

в которых Ф я + , - получены из 
1дЬ ао,1 + 1 д 

решением относительно и исключением параметров (9) при 
помощи уравнений (11). По формулам § 135 

°» ( / = ^ + 1..-., ^ ( ' 
Кроме ТОГО, 

[?». У - [?„. Ф„ + ,] (Л = 1 , 2 , . . . , т , £ = т - Н , , . . , п ) (220 
обращаются в нуль на основании уравнений (2) и 

1.0, 

^Рассматриваем систему из уравнений (2) и (19), исключив из ура
внений системы (2) рт+1, р^, данные уравнениями системы (19). 
Пользуясь леммой § 126, заключаем на основании формул (22) 
и сказанного о (22'), что полученная система замкнута. Обозначая 
знаком (ф), (/) результат исключения' аргументов Рт+.^ • • •„ из 
функций Ф и / , на основании той же леммы и пользуясь тем же, 
заключаем, что 

Г.Ы, (%)], [(?„), (% + д)), (Л = 1, 2 , . . . , ^ , г = Р + 1 , . . . , п ) 
обращаются в нуль на основании уравнений системы (2) н (19), 
т. е., что 

(Ф, + ,)>•••, Ю, (Ф„ + От* + , + !).•••. ( V ^ 

образуют решения системы из !А уравнений 

([(?„), Ф]) = 0, -(Л = 1,2,...,}*) (24) 
где, как в § 132 

аы, ф]> = ̂ гА+(Л) ¿Г 4-

J _ X ^ ^ Í Ш ^ £ 4 -  аФ\ дФ </Ы\ 
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Функции (23) образуют независимые решения указанной системы 
и, значит, разрешимы относительно 

Х а + 1» \ + 2 > • • • > Хп> г ' Р и - | - 1> ' ' • ' Рц' 
Но уравнения 

(Ф 1 1 + 1) = а 1 1 + ] , . . . , ( * я + 1 ) = а, 

будучи равносильны уравнениям (20), от р^ + и р и + „ , . . . , р п не зависят. 
Значит, уравнения (21) разрешимы относительно Рц + 1> Р и + 2> • • •> Р п 

и вместе с уравнениями (2) и (18) дают все аргументы р . 
Применяя теперь не использованные формулы (22^ и рассуж

дения § 132, основанные на этих формулах, мы можем убедиться, 
что функция 

также решение системы (24) и находится в инволюции с левыми 
частями уравнений (18) и (21). Отсюда вытекает, что искомый 
интеграл Лангранжа получается исключением Р ш + 1 > - - - > Р п при 
помощи уравнений (18) и (21) из уравнения 

П р и м е р . Дана система 
2л-! (1 - Рухг) — Рахг* = 0, 2л-2 (1 - Р.2х.) - рьх? = 0 (25) 

и известен ее полный интеграл Л^ 4 ) . 

г = аал"а -\- а 4 х 4 -\- Ь. } (26) 
= - у а 8 ^з 2 . Рз = аз (1 — Р Л ) 

^ "и«а I " 4 Л 4 I : 

= — а&г Р4 = а.{1— р4л-4) 

Трактуя систему как решенную относительно р 3 и р 4 , даем пол
ному интегралу вид уравнений (25), соединенных с уравнениями 

2х, 2х2 2хг 2хо , . . 
•*3 х4 х3 Х± 

Выполнив подстановку Лежандра 
2=г—Г1х1 — р.2х.2, г = 2—д1у1 — 9^2. Р\= У\> Р2 — Ч2, 

* з = — Х 2 = — ?>, 

мы дадим уравнениям (27) вид 

-Щ = а,, — ^ - = « 4 , 7 - 7 1 У 1 - 7 а у 8 - 1 - ^ 1 + ^ ? = Ь (28) 
-*3 - 14 х 9 ХЬ 

и исключая из последнего уравнения (28) и найдем полный 
интеграл преобразованного уравнения 

~ \ а%хъЧ\ — -7} а4** 2#2 г а » ^ з + а 4 * л + 6 -
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Составляя уравнения характеристического многообразия С 4 , при
соединяем к (28) уравнения 

°ъ = \ х* 9У ~~ Х?-> Х? ^ ~~ 

возвращаясь назад к старым переменным, мы должны к уравне
ниям (27) присоединить уравнения 

*з2Р1 — хд = ¿ 3 , — х4?Рэ — х1 = ¿ 4 

и уравнение 
г 1 а . _ 6 8 ^ - _ 6 4 

•г. л-

Последнее уравнение, так как из него не приходится исключать 
/?! и р 2 , дает полный интеграл системы (25). 

138. Некоторые обобщения. Откинем теперь условие, по кото
рому из уравнений 

Г1{хиХъ. . .,хп, г, р 1 5 . . ., р„) = 0, (г = 1, 2 , . . . , т ) ( 1 ) 

могут быть найдены аргументы ри. . ., р,„. 
Присоединим к уравнениям (1) п — т + 1 уравнений алгебраи

чески независимых между собою и с уравнениями (1) относительно 
аргументов 

х» Хп,. . .,'х„, 2, р ь р 2 ) . . . ,р„ , ( 3 ) 

^ н о зависящих от параметров 
ат+\'ат + ЧУ •> ап> а' (9) 

Положим, что: 
%(хихъ-• ->хп,г, р„ . . . , р „ ) = а,, (у = т п - | - 1 , . . . , л , тг + 1) (29) 

эти уравнения. 
При этом будем считать, что многообразие п измерений, опре

деленное уравнениями (1) и (29), образует интеграл М(п\ т. е., 
что аргументы (3) удовлетворяют зависимости 

<1г=р1 с?*! + . . . + р „ а!хп. (4) 

В этом случае мы назовем многообразие полным интегра
лом системы (1). Замечания (1), (3) и (4) § 134 справедливы 
для взятого многообразия; при их выводе было использовано 
только условие (4). Мы не исключаем случая, в котором уравне
ния (1) и (29) от рх, р.>, • . . , р„ не зависят. Положим, что отыскивая 
из (1) аргументы р 1 , . . . , р „ , мы можем найти V и только V из них 
р и р 2 , . . . , р . , , не исключая случая когда v = 0. После выделения 
уравнений, дающих эти аргументы, и исключения этих аргументов 
из остальных уравнений (1) останутся т — V уравнений, связываю
щих только 

х и л- 2 | . . . , * „ , г. (3') 
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Обратимся после этого к уравнениям (29) и найдем из них 
столько аргументов рир2,. .., рп, сколько можно; положим, что мы 
найдем таким образом рт р рт + 2,. . ., р^ (мы докажем, что п -|-1 — т 
аргументов р из них найти нельзя) и, исключив их из остальных 
уравнений, получим снова уравнения, зависящие только от аргу
ментов (3'); мы считаем ^ = т, если уравнения (29) не зависят 
от р,; по сказанному в замечании (4), из оставшихся уравнений 
(1) и (29) можно найти п + т — [* — V —[- 1 аргументов 

Х ч -|_ 1> Х ; -)- 2 I • • - 1 Хт> Ху. Л- 1, • • • > хн> 2-

Обращаемся к оставшимся уравнениям (1). Мыслимы два случая: 
или эти уравнения не зависят от г и из них можно найти т — V 
из аргументов х ч + 1 , х^ + 2,. . .,х„, скажем хч + 1, хч + 2,. . .,хт или из 
одного из них можно найти г, находя из других х^ + х, хч + „ , . . ., 
х

т - у Мы рассмотрим порознь эти два случая. 
139. Первый случай обобщенной системы. В этом случае 

системе (1) можно дать вид: 

?1 = Р 1 — Л = 0, — , в = р — / = 0, ) 
> (30) 

? , + 1 = ^ + , — а

ч + 1 = о,.. . , ? т = .ги1 — & , „ = о, ) 

где 

/ = / ( * 1 > Х 2 > • • • I х\> Ху1 + 1> • • •' Л'н> Р; + ! ' • • • ' Рт' Р:„ + !»•••» Р„» г) 

(хих2. . ...V.,, -гш + „. . .,.г„); 

а уравнения (29) заменить уравнениями 

'\п +1 = аш - 1 'К = а„. '{-„ + 1 = а, (29') 
в которых 

т ^ т Ч * ! » * * - * « + !»• • -,х„, Р, + 1,-• -,Рт, Рт + 1,---,Р„, г). 

Выполним теперь подстановку Лежандра, положив 

Р-1 + 1 = У-> + V • • •' Рт ~Ут' х-> + 1 ~ 7, + р - • •, х т — Я'„, 

2 = 2 — Х , + 1 Р. + 1 — • • • — *тРт> 2 = 2 — У•. + 1 Я, + I — • • • —УтЯт' 
Мы заменим систему (30) системой 

? 1 = Р1 — Л = о, • • •, ?., = Р „ — / . , = о, 
(С 4 + 1 = 0 , . . . . ? т = - ^ - » т = о, 

(30') 

в которой члены, зависящие от 7 ч + 1 > • • - ,дт выписаны явно, и попа
дем в условия § 135. Положим, что уравнения (29') обращаются в 

Ъп + 1=ат+1,...,Чп = ап, *п + 1 = а (290 
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и что из них могут быть найдены рт+1, р.т+2>- • •> Ру. и т о л ь к о эти 
аргументы р; что решение оставшихся уравнений (29^ дает 

где !,. . •, &п, ^ зависят только от хг,...,х^ дч + 1,..., ут, 
Ху- + 1' Хц. + 2>' ' ">Хп. 

Руководствуясь сказанным в § 135, составим уравнения 

Т1» + т + ! = К+1> • • • > Ф 2 „ = К' (31) 
в которых уравнение $п+^ = Ь} получается из 

[да Р» + 1 да *" Р п да ) ^ 
г дЪ д~^+~] дТ\ 

+ (-да^--р* + *д£ _ Р " 1 ^ ] = 0 

решением относительно и исключением параметров (9) при 
помощи уравнений (29!)-

Будут справедливы тожества: 

0, 1 Ф п + 1 , ^ ] = 0 , [ф„ 4 Г + , ] = 0 , (гф/) 

где р некоторая функция, и скобки 

V [^Л]; [^.^+7 (32,) 
будут обращаться в нуль на основании уравнения (30'). 

Возвращение к старым переменным приводит к тожествам, полу
чаемым из (32) откидыванием черты наверху; функция ^ п + } 

получается из 
И- -г 1 П \ т _г 

да Р» + 1 да Р п да ^ 

(32) 

+ ( да,- Р» + 1 да,- * " Р " &г, / ~ ~ и 

нахождением 6,- и исключением параметров (9). Функции 
+ ^ + 2 . . . , & я получаются из уравнений (29') исключением из 

них аргументов р и решением оставшихся уравнений относительно 
ХР + \, Х^+У " •' хп> г~ Так к а к и з уравнений (30) и (29') могут быть 

у найдены рр р 2 , . . . ,р„, + . .,хш, рт + 1,-. .,р^, ^ + • хя, г из 
уравнений 

'т;« + от + 1 ~ ^ « + 1»"" •> ^гп^^п» (31) 

могут быть найдены хт + 1, хт+2>.. .,х^, р ( 1 + 1 > . . . , р и и все выражены 
через хх, х„,.. ., хч, рч + 1 , . . . , рт. 

22 Н. Гюнтер. 
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Обратно, основываясь на сказанном в § 136, можно установить, 
что 1) если система (1) замкнута и преобразуется в систему (30), 
2) если уравнения системы (29 ) алгебраически независимы, 3) если 
соблюдены тожества 

[то т у ] = 0 , (:, / = 7 7 1 + 1 , . . . ,11,11+1) 
и 4) если скобки 

[К, %1 (А = 1, 2 . . . , т п ) 
обращаются в нуль на основании уравнений (1), то уравнения (1) 
и (29') определяют полный интеграл системы (1). Действительно, 
преобразование Лежандра, преобразующее систему (30) в (30'), 
преобразует скобки [Ф,-, Фу], [Т7,,, Ф,] в скобки [Ф,, Фу], Ф̂ ]. 

Отсюда вытекает по сказанному в § ч136, что уравнения (30') 
вместе с уравнениями (29г) образуют полный интеграл системы 
(30'), т. е. что справедливо тожество 

¿2 = р^х, + . . . + р^х., + д., + , £&ч + 1 + . . . + дтс1хт + • 

" Г Рт+ А + 1 + • • • + Р^х

п, 
откуда вытекает, что тожество 

А* = Р^х\ Л- • • • +Р,^х„ 
также справедливо. 

140. Второй случай обобщенной системы. В этом случае 
систему (1) можно заменить системой 

?1=/>1— Л = °>- ••>?„ = Л = 0, 

: —0 = 0, 
(33) 

в которой 
&{ = ^^х1> х2,--'-> Хч> *«> Хт + 1» • • •, *«) 

^» = ^ (^ц Х2> • • • > хч> Хт' хт + 1» • • •' хц) 

/ = / (х1> х2' • • • > Х>' хт> Хт + 1>' ' ' ' Хп> Рч + 1>' • •> Рт — V Рт' • " • > Рп) 

Выполнив подстановку Лежандра 

Рч л. 1 ~ Уч + V • • •' Рт — 1 = Ут — V Х-> + 1 = Я-, + 1» • • •' х

т _ х = Ят. 

^ ~ 2 * ч + 1 Рч + 1 • ' • -^т - 1 Р«; - 1> 
2 = 2"— ^ ч + 1 < ? , + 1 — • • • —Ут-1Ят-1, 

мы заменим систему (33) системой 

<?1" Р1 —Л = 0,. . . , «рч = я —7, = о, 
? , + 1 = —•», + ! — д и + 1 = ° . - • • » ? « _ ! = — « 7 Я , _ 1 — ^ , „ - , = 0 (33') 

^ = ^ + 1 9̂  + 1 + ••• + ^ п _ 1 ? Я 1 _ 1 + а 

в которой / , в не зависят от <7., + 1 , • • • > а т _ 1 . 
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Последнему уравнению системы можно дать вид 

2 = - ^ + 1 У, + 1 — • • • — К _ 1 Ут _ 1 + » = й" 

или 
? 0 = г - а 0 = о. 

Уравнения, зависящие от аргументов (9): 

в которых теперь 

Ф = Ф (ЛГ„ Хо,. . ., Хч, Хт, Хт + - V Рч + р 

обратятся в уравнения 
' Рт -т — 1> 1'т>' 

1 т +1 ' ')» 4-1» п> 1 » 4-1 
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(34) 

(35) 

•>Рп)> 

(35') 

которые также от + 9>-1-2'- • •> Ят-1
 н е зависят. 

Не может случиться, чтобы из уравнений (35') можно было 
найти все производные р,„, рт+1,.. ., рп; тогда хт, х т + 1 . . . , хп были 
бы произвольными и вследствие условия (4) все производные 
Рт> Рт+1>--->р„, не зависели бы от параметров (9), будучи равны 
производным от (34). Положим, что из уравнений (35') могут быть 
найдены рт, рт + р ^ , х^ + 1, х^+ 2 . . ., хп, считая, что [А 4- 1 == т, 
если уравнения (35') не зависят от рт, . . . , р „ . 

Уравнения (35') можно заменить уравнениями 

%п = Рт — /,п = 0. • • • . ¥ „ = Р . —Л = 0, 
(36) 

где 
/ — / (*1> х2> • • • > хч> Уч + 1» • • • > Ут — 1» хт> ц! Ри. + 1' • • •» Р л^ 

5 = Ь(х1г х„ ...,х^, г/ч + 1 , ...,вт_1, ....дгД 

ЕСЛИ мы теперь сверх ранее выполненной подстановки положим: 

Ра 4-1 = Ур 4-1'' • • ' Рп~ Уп' л'.и. 4-1 ~ 9Р +11' ' ' ' Хп — Яп 

' i f = Z — + 1 Ра + 1 — *«/»„, = 2 — ^ 4 - 1 ^ 4 - 1 — • • —УпЯп, 

^ то мы преобразуем уравнения (33') и (36) в уравнения 

^ = ^ + 1 ^ + 1 + • • • Уо или ?„ = (). 

(37) 

22* 
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= Рт — 1 т =
 0 ?а = Р, — / и = 0, 

причем полным интегралом Лагранжа системы (37) будет: 

2 г = - ^ + Л + 1 - - - - - У „ \ + ^ . (38) 

Система (37) будет замкнутой. 
Пользуясь найденным' полным интегралом Лагранжа, составляем 

уравнения 

да ^ + * да Уп~да~) ^ 

(дЪ дЬ дЬ \ 
+ {-Щ--^+1-да-,. - ^ ^ ) = 0' 

которые преобразуем, решая относительно Ьт + 1,...,Ьп и исключая 
параметры (9), в уравнения 

+ т + 1~ Ьт + р • • •, Ф 2 П = Ьп. 

Вглядываясь в уравнение (37), мы видим, что из них могут быть 
найдены р и р 2 , • • •, рч, цн + и • • •, <?то_ Р <7„; следовательно из уравнений 
(37х) и из вновь присоединенных к ним могут быть найдены 
Рт, Рт + V • • •>Ра'9 1.+ р - • - '97.-1' х

т>-'->х^у^+1,. . .,уп_1 и выра¬
жены через хъ х2>.. у^ + • ут_и уп. 

Возвращаясь к старым переменным, мы получим систему урав
нений 

"К» +1 = ат + V ' • • > — ап> Уп +1 ~ ап +1' 

4- т 4- 1 = = чп +1'' ' ' ' ^2» = 

в которой функции Ф связаны соотношениями, соответствующими 
только что выписанным (32) и. из которых могут быть найдены 
Р»> • • - - / у ^ 4-1' • " •' *«» • • ' ' V Рг- 4-1' • ' '' Рп - 1 и выражены че
рез . . , Р ч + р- • - , Р Ш _ 1 , Рп' 

Обратно, так же, как и в § 139, мы можем утверждать: 1) если 
система (1), преобразуемая в систему (33), замкнута, 2) если ура
внения (35) алгебраически независимы, 3) если соблюдены тоже
ства 

[Ь, ту] = 0, (г,у = т + 1 , . . . ,п , л - ( -1) 
и 4) если скобки 

(Л = 1, 2,...,т) 

обращаются в нуль на основании уравнений (33), то уравнения (1) 
и (35) определяют полный интеграл системы (1). 
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Преобразование Лежандра, именно, заменяет систему (33) си
стемой, подходящей под условия § 135 и 136, причем 

<Ы и [Гк, Фу] 

преобразуются в соответственные скобки, связывающие преобра
зованные функции Ф, и Гъ. 

141. Нахождение полного интеграла данной системы. Предва
рительные замечания. Из сказанного в прошлых параграфах ясно, 
что полный интеграл М ( я ) могут допускать только замкнутые 
системы. 

Положим, что система (1) замкнута, и предложим себе найти ее 
полный интеграл М^п\ Пользуясь предположением, что у системы 
(1) есть полный интеграл мы пришли к заключению: если 
из уравнений (1) могут быть найдены аргументы рг, р 2 , . . . , где 
V < т , и после их исключения из остальных уравнений получа
ются уравнения, не зависящие от р,1 + Р />., + 2»-• •'/>,»> т о и л и э т и 

уравнения не зависят от г и из них можно найти ттг — V из аргументов 
Хч + 1> Хч+2>' 1 *' ХП> 

или из них можно найти г и ттг — V — 1 из этих аргументов. 
Последнее заключение есть также следствие замкнутости си
стемы (1). Чтобы убедиться в этом, положим, что из системы (1) 
можно найти р1г •.., рч, р2, дав части уравнений системы вид: 

Т1 = Р1 - Л = о» • • • > ?, = /л - Л = °- (39) 

Предположение, что сделанное заключение несправедливо, равно
сильно предположению, что уравнение вида 

« . ( * , , . . . , л 0 = 0 (40) 

есть следствие уравнений системы (1). Решая уравнение (40) отно
сительно одного из его аргументов, скажем хи мы заключаем, 
что и уравнение 

9 = *! — в (*Р * „ . . . , * , ) (40') 

есть следствие системы (1); но тогда 

[<?1, <Р] = 1 
и скобка '•?] не обращается в нуль на основании уравнений 
системы. 

Оставляя в стороне разобранный случай, когда система (1) 
разрешима относительно т из аргументов рх, р2,..., рп, сосредото
чиваем свое внимание на случае, когда этого нет. 

Мы будем считать, что часть уравнений (1) заменена системой 
(39) и что V < ттг, причем V наибольшее число аргументов рх, р2. . ., рп, 
находимых из системы (1), не исключая предположения, что v = 0. 

142. Первый случай обобщенной системы. Положим сначала, 
что мы имеем дело со случаем § 139. 
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Система (1) заменима системой 
?1 = л — /1 = 0,..., <р = р — /, = 0, ) 

\ (30) 
?,+, = +1 — К+1 = о. • • •, <?„, = —»,„ = о ] 

где функции / не зависят от л:ч + р . . . , хт, а функции ^, кроме 
того, не зависят от Рч + Р - • •, Р п и г. 

Выполнив подстановку Лежандра 

Р-, + 1 — Уч + V • • • ' Рт ~ Ут> Хч + 1 ~ °ч + 1> • • •> Хт. = Ят 

2 = г — л-ч + 1 + 1 — • • -—хтРт, х = г—1], + х < / \ + 1 — • • • —ЧтЯт 

мы заменим систему (30) системой 
Л - 7 1 = 0,..., Р , - 7 Ч = 0, + 1 + » + 1 = 0 , . . . , < 7 т 4 Г » щ = 0 (30') 

и сможем найти ее полный интеграл Лагранжа обычным образом. 
Возвращение к старым переменным даст полный интеграл Л/'™'-
Интегрирование системы (30') в рассматриваемом случае довольно 
просто. Положим, что V ф 0. Если 

7= 

0 = » {хх, Х2,...,Х^, ХТ + Р . . ., *П), 

то применение методы § 106 непосредственно дает: если 

Z 1 = У(хх, х2>. . хт + 1,.. .,хп, ат + 1>. . .,ап, а) > 

полный интеграл системы 

Р4— Л {х„ху.. хт + 1,...,хп, 0,...,0, рт + и- • ->Рп, г1) = о, 
(*=1, 2,...^), 

то полный интеграл системы (30') 

~Ь У(хр х2,. . ., х^, хт + р . . ., * п , а т _|_ р • • • , а„, а). 

Возвращаясь к старым переменным, легко получаем для системы 
систему уравнений 

г — У (-*!> х

2 , • • •, дгч, хт р . . ., л:п, а„, _̂  р • . ., ап, а) 

2 дЬк дУ , . 

•^Гр*+-^7' ( г = 1 ' 2 ' т + 1 ' '••'п ) 7с = ?и + 1 

дгу = ^ . (у = у 4 - 1 , . . . , т ) 
Если ^ = 0, то полный интеграл Лагранжа системы (30') дается 
равенством 

^ - а

1 ? - - - - - & » ^ + а я 1 х 1 ^ т 1 + - - ' + а Л + а -
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Полный интеграл преобразованной системы получается при
соединением к нему равенств 

]с = т 

Л = 1 

Возвращение к старым переменным приводит к равенствам: 

2 = ат + 1 хт + 1 + • • • + « « хп + а 

1с — т 

. = & т . Р; == — ^ ] - д ^ - Р* + Д/, ( У = т + 1,.. . ,п) . 
/с = 1 

*1 = &!>••• , 

143. Второй случай обобщенной системы. Переходим к случаю 
§ 140. В этом случае система (1) заменима системой 

<?! = ?!— Л = 0,..., т\ = Р ч — / ч = 0, 
> (33) 

где 
/ = / (х1> *2»' * '» *т> *т + 1» • ' - > *п> Рч + 1' *. * •' Рщ - 1> Рт*' • '' Рп) 

0 = »(*, , . . , дг„ хт, хт + и . . .,*„). 

Выполнив подстановку Лежандра 
Рч + 1 = У < + 1>" • '» Рт — 1 = - 1» 

+1 = 9 -' 4- 1» • • '» Хт - 1 = 9т-1 

2 = 2 — Уч + 1 9ч + 1— • • • ~9т-1 9 т - 1 , 

2 = 2 ^ 4 - 1 Р, + 1 • • • хт-1 Рт — V 

мы преобразуем систему (33) в систему 

Чч + 1 + ^ + 1 = 0>--->9т-1 + К - 1 = 0 > (41) 

Полагаем сначала, что V ф 0. Выполняем подстановку 

Р1 = 

* = т —1 
(г = 1, 2,...,ч, ттг, тп + 1 , . . . , 7 г ) 

* = •. + ! 
д % 1 «I I 

7 = в + и . 
(у = » 4 - 1,.. . , 772 - 1) 

(42) 
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Мы заменим систему (41) системой 

5,; = ^ С*!» х

2> •••»•*„> Х т , . • ., Х п , уч + 1 ( . . ., у.т _ Р 5 Ш , . . ., $ М ) , | ^ 
(/=1|..-^) в, + 1 = 0 , . . . , « д а _ , = 0, и = 0 ] 

Система остается замкнутой, так как при выполненном преобра
зовании всякая скобка [<р(, преобразуется в скобку [<р„ <р,], 
где «р результат преобразования над функцией <р. 

Чтобы убедиться в этом, положим, упрощая обозначения, 

Ъ = ^ (*ц • • •, хп, ри р.2> ..-,рп, г) 

Мы будем иметь 

Ъ = ?1{Х1,х2, ...,х„, 5 2 + ~ ^ 7 ' - • •' ~дх~' ~т~и' 

и 
_ _ _ г - 

д<?1 д?, _ а?, сЬ, с?^ " V I / <Ь, д26 , дер, _<30_ 
<?5Л

 — дрА.' ди ~~ дг ' дхк ~~ дхк ' \ др1 дх1 дхк дг дхк 

I = 1 

Значит 
1 = п  

а*к\дХк ' **ди)- дРк \ д Х к

Л ' £ д р 1 дхкдХ1

 + р" дг)' 
1 = 1 

так как 
Р к ~дг~~-\дх~к

 + 3 Ч дг ~ дхк дг + 5* дг ' 

При составлении скобки [<р„ »у] суммы 
Ъ — п 1= п Тс = п г = п 

X 1 X 1 д щ X 1 1 ^ . X д--Ъ- т 

л ^ ^ ^ 1 ' Z ^* Z ^ г ^ а * » 
сокращаются. 

В системе (43): 

Г1 / (*1» х

й . •., X , Х т , Х п , у.1+1,Уп^х, ^ х ^ ~Т 5Ж1 • • У ^ " Г 5 . д ^ • 

Из замкнутости системы (43) прежде всего заключаем, что функ
ции Гг,. . от уу + 1,.. .,ут_ 1не зависят. Действительно, скобка 

\?А Ъ—Р&^—щ* (у = у + 1,-• -.т — 1 / = 1 , 2 . . . ^ ) 
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не завися от з^Яо,.. . ) 5.,, + • • •,$т_1, только тогда нуль на основа
нии уравнений системы, когда 

Сэставляя затем скобки [$г— 7 ,̂ и], получаем, что 
№ = п 

]с = т 

откуда ясно, что функции однородные функции пер
вого измерения от 5 „ „ $ т + 1 . . г „ . 

Пользуясь этим, положим: 

°т лт лт ° т 

и введем в рассмотрение систему 

:-(45) 
(/=1, 2,...л), ]' 

записывая явно, что функции ^ от уч + 1, Уч + 2>'">Ут не зависят. 
Система (45) замкнутая, если в ней считать х„, неизвестной 

функцией, а -игр. . тсп + 1 , . . производными от Действи
тельно, обозначая через /*", <? однородные функции от 5 Х , 5 2 , . . . , $ „ 

и через {г7] и {<?} результаты подстановки (44), имеем: 

так как 

• С>5„, 

Положим, считая V > 0, что 

Хт — У(ХР Х2> ' • •» *м> Хт + 1> • • •> хп> + • • •> °п> а ) 

полный интеграл системы (45). 
Если 

<ЭК <?У <?к 
1Г , « = • 

дх, ' * • ' ' 4 Ас.. ' + 1 А с _ . . ' » длг_ ' 
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мы имеем 
= *1 ^ 1 + • • • + +1 1 -{- • • • + Лг„. 

Следовательно, положив 
= У(х1> х2> • • •» - г ч ' •*,» +1» • • •» л и > ат +1» • • • > а «> с ) 

<?К дУ 
5 1 ~ ~ А с , 

дУ 
(46) 

мы будем иметь 

а также удовлетворим уравнениям (43) первой строки. 
Присоединив, поэтому, к уравнениям (46) уравнения 

^ + , = 0, . . . . 5 Т _ , = 0, и = 0, (46') 

мы получим полный интеграл Л^' ! ) системы (43). 
Возвращаясь к старым аргументам, мы получим полный инте

грал Л^"5 системы (1) в виде 
к=т—1 Ь=т—1 

(¿ = 1, 2, . . ., V, т + 1, . . ., п), 

* т о ~ ^ С*1> ЛГ2> • • • ' Х-» хт + I» • • ' > -Гп> °)Н + 1» * " ' > ап> °) 

*,. = ^ г = », (у-=у + 1 , . . . , т - 1 ) . 
При V = 0 полному интегралу можно дать вид 

к=т—1 к—т—Л. 

2 д\ ЛЬ ( V 
сЬ:, 1 д* 

(/.'= т + 1, . . ., п) 

ах дх >рт1' 

(7 = 1,2, . . . , т — 1). 
П р и м е р ы : 1) Применяя сказанное к уравнению: 

получаем полный интеграл в виде 
•*1 = * а а 2 + • • • -\-хлап-\-а 

г=/(хи дс2, . . . , х„) 

Р< = °' -, £ — 2, 3, . . . , п. 
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Применив к уравнению преобразование Лежандра 

Р1 = и\> • • •> Ра = У„> 2 = г — х1р1— . . . —хпрп, 

мы преобразовали бы его в уравнение 

•2' = <?,1#1 -Ь • • • - Ь 9 » # п - Ь / ( — 91» — 9 2 , • • •, — 9 » ) > 

полный интеграл которого 
2 = ах ух + . . . + ап уп -\- / ( — ах, — а 2 , . . . , — а„). 

Этому полному интегралу отвечает интеграл М^п\ получаемый 
из него присоединением уравнений 

91 = а1> • •» 9п —
 ап-

Возвращение к старым переменным привело бы к интегралу 
в виде 

г = / ( — а и — а а , . . . , —а„) , *1 = — лг2 = — а 2 , . . ., хп = — ап. 

2) Применяя сказанное к системе 

Р\ = 1, Р-2 = Рз> 2 = Х1> 
получаем 

/»1 = 1» /»2 = Рз, * 3 + *2 = а, 2 = ^ . 

144. Метода Коркина. Приложение всему сказанному мы най
дем, разбирая методу А. Н. Коркина. Положим, что дана система 
из т уравнений в инволюции 

р1 с*1» х%, • • » Х„у Ри • •» Рп, 2) = 0 

К (хи 

хч, • • 1 Х П У Ри • •> Рп, 2) = 0 
Х2' ' ' •' Хп> Рх> • •» Рп' г) = 0 

Гт (*!» ЛГ2, . . • , Хп> /»1» •• •» р«> г) = 0 

( 4 7 ) 

разрешимых относительно т из производных рх,ръ, р„„ причем 
из первых 5 уравнений могут быть найдены р и р 2 , • • •, р 8 . 

Положим, что известен полный интеграл 
Ар» 

системы из пер
вых х уравнений (47): 

Ф8 + 1 = а 8 + р . - . , Ф„ = ап, фп + 1 = а, (48) 
где функции зависят от аргументов / » 8 + 1 , р 8 + 2 , . . . , р п , х„ х2,. хп, г. 

К уравнениям (48) по сказанному в § 135 мы можем присоеди
нить уравнения 

Ф „ + 8 + 1 = 6 8 + „ • • • » Т 2 „ = 6„, (49) 
которые вместе с уравнениями (48) и (47) образуют систему урав
нений, алгебраически независимых относительно аргументов 

/»1» / » 2 » • • •> Рв> Р 8 + 1' "' • ' Р»' хв+1> • ' хп' 2- (50) 
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Решая эти уравнения, мы получим аргументы (50) в виде функ
ций от х1г х.2, --., х3 и параметров 

а, а3 + 1, ап, Ьв + Х, Ьп. (51) 

Трактуемые как функции от хг, х2, ...,х, и аргументов (50), 
аргументы (51) связаны зависимостями 

К , аЬ1] = 0, [ 6 „ 6 ? 1 ] = 0, [аиу Ъд\ = 0, [аь, ад]=0 
1 - К {а, аь ] = 0, [а ,„ Ьъ] =• — ; — , [а, Ьк] 

дУ\ дУ 
да ) \да 

I дУ\ 
где 

(52) 

—некоторая функция от аргументов х1У х2, • • • , х, и (50). 

Кроме того, соблюдены зависимости 

№ , а л ] ) = 0, ([/*„ у ] ^ 0 , N 1 , 2, . . . , 5 ) (53) 

где знак (/) обозначает результат исключения из функций / аргу-
гументов Рх,р-2> • • •, Р* П Р И помощи первых ж уравнений (47). 

Например, если известен полный интеграл Лагранжа системы 
из первых х уравнений (47): 

г = У(х1г х2> .. ., х8, ха + 1, .. ., хп> а, аа + 1, . . . , а,), (48') 

то уравнения (48) и (49) получаются решением относительно аргу
ментов (51) уравнений: 

дУ дУ 
+ ~ Р в + 1' "" дхп 

дУ , , дУ дУ , д У _ 
- д а - Ь ^ + Иа^-°> ••- -да-^ + 'да^-0-

Подставляя найденные значения аргументов (50) в последние 
т — 5 уравнений (47), мы обратим их собрание в 

Ф * + 1 (*1> Х2> Х8> а ' а 8 + 1' • • •> °П> Ь8+1> • •> 

(54) 

Фт (Х1> Х2> • • •' Х8, °> а 8 + 1» • ' •> °п> Ь„ + 1, Ьп) = 0. 

Докажем прежде всего, что уравнения (54) не зависят от 
х1> х2, . . •, хв. 

Последнее легко вытекает из равенств (53). Обозначая чертой 
наверху результат исключения аргументов (51) при помощи ра
венств (48) и (49) из тожества 

р з — %> 5 = 5 + !» • • • > т> 
имеем 

V 5 дФ, \ П дФ, 

[Л, г}] = о = [ г и Ф3] + 2̂  ~до^ °Л + 2л ~Ж[/г" ь ' 1 
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Отсюда, вследствие (53) , заключаем: 
к = 8 

49 

к = 1 

А*. 
др,.) \ дхк 

дФ, 
;0, (г = 1, 2, . . . , 5 , / = = 5 + 1 , . . . , т). 

Давая г значения 1, 2, . . . , 5 и вспоминая, что из первых 5 урав
нений (47) можно найти р1г р 2 , . . . , рв, заключаем, что при всех / 
и к = 1, 2, . . ., х имеем 

Щ \ 

) = ФХк (хг, хъ. ..,х8, (а), (а, + 1), (<*„), (А, + Д • • • , (*„>), = 0. 

Функции (51) алгебраически независимы относительно аргументов 
Х

8 + .1, * 8 + 2' • • •' •*•«> 2> Ре +1> • • ' 1 &п> (50 ) 
так как образуют собрание решений системы 

( [ ^ Й Ф ] ) = 0. ( ¿ = 1 , 2 , . . . , 5 ) 
Вследствие этого из последних тожеств заключаем, что высказан
ное утверждение справедливо. 

Итак, уравнения (54) имеют вид 
/ 8 + 1 ( а , ...,ап,Ь8 + 1,...,Ьп) = 0 1 

: : : : ; ; : ; ; : ; ; ; ; ; : : : [ ( 5 5> 
/ « ( а > а 8 + 1> • • •> а » > 6

8 4 - 1 ' - - - , 6 „ ) = ° - ) 

Докажем теперь, что если мы будем считать + а в + „ . . . , а 
"независимыми переменными, а 6в + 1 , Ь8 + 2, . . ., 6П производными 

по ним от а, то система уравнений (55 убудет в инволюции. 
Мы опять имеем _ 

^ = (У = 5 + 1, . . . , т ! 
Пользуясь (52), находим 

2 = та 

д а [ а г , а л . ] + -^7-[а,аА] + За 
1 = 8 + 1 

, X ^ ГА 1 ^ 1 

да 

г = а+1 

г = в + 1 да 

(56) 
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1 = п 

Р > У = [/у. * Л + ^ Та~ [а" У + ^ [а> ^ •+ 
1 = 8 + 1 

£ = » 

дак да дУ 
да 

(56) 

\ 
Далее, если Ь. также одно из чисел т, имеем 

"к =п 

Л = в + 1 
к = 7Л 

+ 

+ 

к = « + 1 

1 = п 

да 

дУ 
да 

дак дЬк 2 
к = 8 + 1 

к = п 

1 = « + 1 к = 8+1 

откуда, понимая теперь скобку соответственно предположениям 
об а и Ь, заключаем 

вследствие указанной уже алгебраической независимости функ
ций (51) как функций от аргументов (50'), из последних равенств 
выводим 

[ Д , Л ] = о, 
что и требовалось доказать. 

Если система (55) разрешима относительно т — 5 из аргументов 
Ь8 + и Ь8 + 2, ..., Ьп, то можно искать ее полный интеграл Лагранжа. 
Но последнее обстоятельство может и не иметь места: уравне
ния (55) могут не быть алгебраически независимыми относительно 
аргументов Ь8 + 1, Ь3 + 2, . .., Ьп; в этом последнем случае может быть 
речь только о полном интеграле М(п~я) системы (55), который 
и может быть найден по правилам § 142 или 143. 

Положим, поэтому, что нам известен полный интеграл М*"~ э ' 
системы (55), получаемый присоединением к уравнениям (55) неко
торых уравнений 

та +1 ' V • • •, Ап — сп, А, ?| + 1 ' с, (57) 

в которых функции (57) алгебраически независимы относительно 
аргументов (51). Функции (57) находятся в инволюции 

[Д., АЦ = 0, (/, / = т + 1 , . . ., п, п -\- 1) (58) 
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и скобки 
[Л. А], (Л = 5 + 1, т) (59) 

обращаются в нуль на основании уравнений (55). 
Если мы в функциях Ах заменим аргументы (51) их значе

ниями (48) и (49), то мы обратим уравнения (57) в уравнения 

®т + 1 — °т + I» " • •' Сп> ~п + 1 = С> (60) 

п которых Й { функции от лг1; . . . , л:, и аргументов (50). 
Докажем, что уравнения (47) вместе с уравнениями (60) обра

зуют полный интеграл Л̂ ™1 системы (47). 
Прежде всего можно установить, что уравнения (60) алгебраи

чески независимы относительно их аргументов. Последнее оче
видно: если бы эти аргументы можно было исключить, то обнару
жилась бы зависимость между ст + 1, сп, с; но такой зависи
мости нет, так как уравнения (57) алгебраически независимы 
относительно их аргументов. 

Для доказательства нашего утверждения нам остается дока
зать, соответственно со сказанным в § 136, что справедливы 
тожества 

[ о ; , о,.] = 0, (/, / = т + 1 , . . . , п) (61) 
и что скобки 

[Р,„°& (А = 1, 2 , . . . , т) (62) 

# обращаются в нуль на основании уравнений (47). 
Последнее утверждение легко вытекает из равенств (53), (55), 

(58) и сказанного о скобках (59). 
Мы имеем, именно, тожества 

й, = А{. . 

В силу этих тожеств, заменяя временно а на а п + 1 , 
к='п+1 к = п 

^ ^ 2 # ' У " (б3) 

к = в + 1 к = 8 + 1 
На, в свою очередь, 

1 = 11+1 1 = п 

г = к + 1 г = в+1 
г=п-н г=п  

г = к + 1 г=8+1 

Следовательно, тожество (63) имеет вид 



352 Гл. XI. О полном интеграле С. Ли 

'-« . . 1 = п 

го о ] - ^ д А ' д А * . д А , \ П дА, 

к = « 
671, дА1 _А4, 

/с = 11 

дК дак да 
7с = я + 1 к = з + 1 

г = я + 1 

1 
ду_ 
да 

Гду 
[да 

(63') 

и значит, тожества (61) соблюдены на основании тожеств (58). 
Далее 

Л = _ + 1 к = п и = 11 

¿ 1 . дЬк 7с = 8+1 к = в + 1 

Если А = 1, 2 , . 5 равенство 

( [^<]) = о 

следует из равенства (53). 
В случае, когда А = г - р ! , . . . , т равенства (56) дают 

хр- о , _ I Ч? __± <И X <̂  А 
к = в + 1 1 = 8+1 

к = и. 

- 2 
к = 8+1 

дЬк [ дак ^ да °и 

да 

Так как скобка [/,,, Аг] обращается в нуль после подстановки 
в нее на место некоторых из аргументов (51) их значений, най
денных из уравнений (55), функция [/л, А^ от Ф;, Ъп+. обра
щается в нуль после замены в ней соответственных аргументов 
найденных из уравнений 

^ = /г0^ + 1 ^ з + 1 > • • • ' т-п» Фп+8+1. • • •» %п) = °> 

т. е. обращается в нуль на основании последних уравнений (47). 
Следовательно присоединение к (47) уравнений (60) дает действи
тельно полный интеграл Л^"' системы (47), по которому может 
быть найден ее полный интеграл Лагранжа по правилам § 137. 

Соответственно сказанному в пункте втором § 135 мы получим 
полный интеграл Лагранжа непосредственно из уравнений (47) 
и (60) тогда и только тогда, когда из уравнений (47) и (60) могут 
быть найдены все производные ри р 2 , . . . , рп. 
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П р и м е р . Рассмотрим систему 

У"р1*1 + Р2- Г 2 = О 

353 

У?Х *1 -\- р2 ЛГ 2 Х% — (1 -|- V1 + Рь Х3) Х3 = О 

*4 

:0. 

(64) 

Система (64) замкнута; если мы дадим ей вид 

~ 2 :4 - -^ (р д лг1+р 2 лг 2 )4 - -^- (1 + ] / р 3 * 3 +1) 2 + р 4 . г , = 0 

/ Р ! * 1 + Р 2 * 3 

Р4 — 
Р) Р1 

Р? 

(65) 

V Р1Хх-\-ръХ2\ 

то мы получим систему в инволюции. 
Полный интеграл первого уравнения 

2 = - у (а! ДГ1 + а а * 2 ) 2 Ч—^- (сг3 х3 + 2) 2 + а*4-

Решая уравнения 

Р 1 = ( а 1 *1+аа *а) «1 , Р 2 = ( а 1 * 1 + а 2 * 2) а 2 , р3={а3х3 + 2) а 3 , р 4 = а ) 
х4. Ъх + («1 хл а 2 Х 2 ) ^! = 0, *4 ¿ 2 + (а1 *1 + а 2 ^2) х2 = 0, }(65') 

дг 4А 3-|-(ааД: 3-|-2)дгз = 0, \ 

можем найти 

* 1 : 
Ъ х \ ^ ахЪ*-\-аъЪ%* Х*-Ы~]/~ агЬх+а,Ь2' 

—1 + 1/1 — а3 Ьъх1 

рх = ах V — х±(ах ¿1 -4-а2 Ь2), р2 = а2У — х±(ах Ьх-4-а2Ь.2), 

Рз = 03(1 + ^1 — 0363^4), Р4 = а-

23 Н. Гюнт«р. 
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Подставляя ри р2, р3, р 4 в последние три уравнения системы (65), 
получаем, использовав уравнения (65'): 

Й! —1 = 0 

А2 — А3 = 0 (66) 
а — а1—а1 {Ьх — 1) — а 2 (Ь2 — Ь3) = 0. 

Полный интеграл последней системы 
Ьх = 1, Ь.2 — Ь3, а3~с— а.,, а = а,, (67) 

найден в § 143 методами того же параграфа. 
Удовлетворяя условиям 

дг4 йа + (ах хх + а 2 дг2) (хх Лах + х2 аа^) + (а3 х3 + 2) * 3 с!а3 = 0 

значениями а, ах, а-2, а3, удовлетворяющими уравнениям 
а.2 -\-а3 — с, а — ах 

находим: , л4 . .х±х., ах хх - г а2 хч = , а 3дг 3 + 2 = 

о 
-*4 -*4*2" Х-2 ^ Х.2 

х1~ хз~ х1~ х1 х 1 х а 

Полный интеграл системы (64): 

• ^ 1 Х±- 1 Х^ Х^ -*2-*-4 2 ХЧХХ 

2 Хх

2 2 Х3

йХ^ Хх - " ¿ 1 * 3 * 

145. Замечания о методе Коркина в ее первоначальной 
редакции. В ее первоначальной редакции метода Коркина требо
вала нахождения полного интеграла Лагранжа системы из первых 5 
уравнений (47), что, конечно, всегда выполнимо. 

Далее, требовалось нахождение полного интеграла Лагранжа 
системы (55), которая, в свою очередь, могла быть трактуема как 
система (47) и полный интеграл ее мог быть отыскиваемым при
менением той же методы Коркина. Последнее действие не всегда 
выполнимо; мы видели на примере прошлого параграфа, что урав
нения (55) могут оказаться неразрешимыми относительно аргу
ментов Ь3 + х, Ъ3_^2, • •., Ьп, вследствие чего не может быть и речи 
о нахождении ее полного интеграла Лагранжа. 

Положим теперь, что система (55) разрешима относительно 
т — х из аргументов Ь8 + х, Ь1Г + 2 , - Ьп. 

Найдем полный интеграл системы (55): 
а = <°(а8 + 1 , а8 + 2, ...,ап, ст + 1, .... сп, с). (68) 

Следуя первоначальной редакции методы, нужно к уравне
нию (63) присоединить уравнения 

дУ__ д ^ _ дУ_ ' ду_,±_ дУ_ т 
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использовав полный интеграл 

г = V (*!, *» . . ., х„, х8 + 1, хп, а, ая + 1, ап)} (48') 

и из уравнений (68), (69) искать а, а 8 + 1 , . . . , ап с тем, чтобы 
подставить найденные значения в (48'). 

Возможность такого решения уравнений (68), (69) относительно 
аргументов а, + ап должна быть, однако, установлена. 
Допустив, что аргументы а, а8 + р • • ., ап могут быть найдены и } 

заменив их в (48') найденными их значениями, мы получаем пол
ный интеграл системы (47). Действительно, из уравнений (68), (69) 
ясно, что найденные значения а, ав + 1, . . ., ап удовлетворяют 
условию 

Следовательно г и после подстановки на место а, а 8 + 1 , ап их 
значений остается решением системы из первых 5 уравнений (47). 
Но то решение системы из первых 5 уравнений, которое мы таким 
образом найдем, вследствие соблюдения уравнений (55) и урав 
нений 

д У и - д У п д У и > д у п пп\ 
~дсТ * • +1 - а ^ = ' ' " ~дТ "• ~ ^ = ' ( } 

использованных при составлении уравнений (55) и в которых 
теперь 

д<о диз 

удовлетворяет остальным уравнениям системы. 
Остается проверить, что г, зависящее теперь от п — т -{-1 

параметров 
с, с т + 1, сп, (71) 

действительно полный интеграл системы (47), т. е. что из 
уравнений 

г = У(*!> х 2 , . . . , * п , С)Л_1_|, • • • , с„.! с) 

_ а к _ дУ 
их8 + 1 и х п 

могут быть найдены параметры (71). Последнее ясно из того, что 
с эти параметры могут быть найдены из уравнений (68) и (69), если 

придать последним вид 
д<о дУ дУ да _ дУ дУ 
да8 + 1~~ да8 + 1 '"да '' дап ~ дап '' да ' 

так как (68) полный интеграл системы (65). Заменяя в полученных 

23* 



356 Гл. XI. О полном интеграле С. Ли 

ДЛЯ (71) выражениях а8^х, а5._|_а, • • ., ап, а их значениями, полу
чим, что они могут быть найдены. 

В заключение заметим, что в случае, когда некоторые из урав
нений (55) не зависят от аргументов Ь8 + 1, Ь8 + 2, ..., Ьп, можно 
продолжить выкладки, применяя методу в ее первоначальном виде. 

Положим, что первые о уравнений (55) имеют вид 

/ в - ц ( « . а8 + 1, о и ) = 0 ] 

Найдя в этом случае из уравнений (72) о из аргументов а,а8 + 1, ..., ап 

и подставив их в полный интеграл (48'), мы получим полный инте
грал системы из первых 5 - [ -а уравнений. 

Действительно, обозначим знаками 

а',. а'3+а+1, • • а'п (73) 

те аргументы а,а8 + 1 , . . . , ап, через которые выражаются остальные. 
Условие (№) остается соблюденным, так как при постоянстве 

а 1 ' , а в + в + 1 , . • . , а'п все аргументы ах, а 8 + 1 , . . ., а„ постоянны. Сле
довательно функция 

остается решением системы из первых з уравнений (47). 
Уравнения системы (55) нами получены исключением аргументов 

Р1> Рз> • • •> Рп> х в + 1> хп> 2 (5°) 

из последних уравнений (47). Вместо того, чтобы вести это исклю
чение так, как оно было выполнено в § 144, т. е. одновременно, 
можно было в рассматриваемом случае, когда имеется интеграл (48'), 
вести его последовательно: исключить сначала рх, р2 ..., рп, поль
зуясь формулами 

р1==-дхТ' Рп=~дх~: ( 7 5 ) 

и затем из полученных функций от хх, ..., х8, х8 + 1, ..., хп исклю
чать * 8 + 1 , х3 + 2, . . ., хп при помощи уравнений (70). Но функ
ции 6 в + 1» ^ + 2 » • • • » К о т * 8 + 1> хз + 2> • ' хп алгебраически не
зависимы. Значит, в результате исключения может получиться 
функция, не заключающая аргументов Ь8 + х, Ь5 + 2, Ьп только 
тогда, когда после исключения (75) обнаруживается функция, не 
зависящая от х8 + 1 , хх + 2, ...,хп; так как результат не зависит 
от хХУ х2, ..., х„ из этого заключаем, что после исключения (75) 
уравнения (47) с нумерами 5 + 1, . . . , 5 + о обращаются сразу в пер
вые а уравнений (55) и, следовательно, удовлетворяются, если в 
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(75) все аргументы (9) выражены через а, а'8+в+1 а'п; дру
гими словами, если уравнения (75) заменены уравнениями 

Из этого ясно, что (74) удовлетворяет первым 5 + о уравнениям 
(47). Остается проверить, что (74) действительно полный интеграл, 
т. е. что из уравнений (75\) могут быть найдены аргу
менты (73). Но эти аргументы находятся среди аргументов 
а, а3 + 1, ап, выражения которых через хп х2, ха и аргу
менты (50) уже известны. 

146. Метода Коркина в случае самой общей системы. Все 
сказанное в § 144 остается в силе и тогда, когда мы откинем 
условие, по которому система (47) разрешима относительно тп из 
производных рг, рч, ..., рп. В этом случае, конечно, не может быть 
и речи о нахождении полного интеграла Лагранжа системы. 

Допустим, что из первых 5 уравнений системы не могут быть 
найдены « из производных ри р2, ..., рп и что полный интеграл 
системы из 5 этих уравнений нам известен. 
Мы имеем снова п — 5 —{— 1 уравнений 

Ф8 + 1 = а 8 + 1 , Ф„ = а„, Ф я + 1 = а , (48) 
к которым мы можем присоединить уравнения 

= К + г' • • •. %п = К- (49) 
Решая первые 5 уравнений (47) совместно с уравнениями (48) и (49), 
мы можем найти, соответственно сказанному в § 139, аргументы 

Ра + 1 , Р* + 2 , • ••! />„. * в + 1. • • •» х

п

г (76) 
и ж из аргументов 

РхъРъ •••>?„ х„ х,. (76Х) 

При этом, если окажутся найденными рх, р2, то также будут 
найдены хч + 1, ху_^2, х8; или соответственно сказанному в 
§ 140 аргументы 

Р 8 ' + • • + Ха> ха+\* • • *• Хп (76') 

и 5 — 1 из аргументов 
р!» Рр • • •, Ра - 1» х\> • • • > хв - 1 (76") 

с аргументом г; причем если окажутся найденными рх, р2, р то 
также будут найдены хч + 1, *ч + 2, .. ., ха_1. 

Трактуемые как функции от аргументов хи ри х аргументы 

а, а3 + 1, ..., ап, Ь8 + 1, ..., Ьп (51) 

попрежнему связаны зависимостями: 
[а й , а}1) = 0, [Ьд, Ьд) = 0, [а л , Ьд] = 0, (пф \ 

}а, а„] = 0, [ад, Ь„] = — р, [а, = — р Ьи. ) 
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Кроме того скобки 

а,], [ Д , Ь,], ' = 2, 5 ) (53) 

обращаются в нуль на основании первых 5 уравнений (47). 
Перебирая содержание § 144, мы видим, что там было доказано: 

1) что после исключения известных аргументов (76) и (76^ из 
остальных уравнений системы, из этих уравнений исчезают и те 
аргументы (76г), которые оставались произвольными, 2) что по
следние т—5 уравнений (47) обращаются в уравнения, связываю
щие аргументы (51), и находящиеся в инволюции, 3) что замена 
аргументов (51) их значениями обращает полный интеграл М(ц~">: 

А» +1 = ст +1« • • • ' Ап — с>,> А» +1 " с (57) 

системы, полученной из указанных последних т — я уравнений, 
в полный интеграл системы (47), т. е. что если 

®т +1 ~ Ст + 1» • - •» С п> -^п +1 " С (60) 

результат такого исключения, справедливы тожества: 

[ 9 „ 2,] = 0, ( 1 , / = ш + 1, п) (61) 
и скобки 

[Р,„ ^] (А = 1, 2, . . . . т) (62) 

обращаются в нуль на основании уравнений (47). 
В рассматриваемом более общем случае мы также должны уста

новить пункты (1) и (2); по доказанному в концах § 139 и 140 
установление пункта (3) достаточно для того, чтобы уравнения (47) 
и (60) образовывали полный интеграл системы (47). 

Но доказательство пунктов (2) и (3) основано исключительно 
на тожествах (52) и сказанном о скобках (53) и, следовательно, 
остается в силе. В просмотре нуждается только пункт (1). 

Обозначая как в § 144 через Ф функции, получившиеся из по
следних уравнений после введения в них аргументов (51), отме
чаем, что теперь мы имеем 

х * *•»' ^ + 1» •••> Ра' °> а в + 1, агг *з + 1> йп) = 0 (77) 

или 
Г ) = *2. • • •. Х Г Рч + V • •> Ра - V Рп' °> А8 + 1 ап> Ь8 + к----Ю = °- (770 

Ясно, что попрежнему 

откуда 

([ЛЛЗ)^о, 
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где скобки попрежнему обозначают результат исключения аргу
ментов, найденных из первых 5 уравнений (47). Но теперь 

или 

к=1 1=ч+\ 

дЪ , дГ{ \ ( дФ, 

Определители 

соотв. 
0(ргр,, . . . , / ? „ л г , + 1 > ...,х8) ' 0(р1,р2, ...,рч,хч+1,...,х8_1,г) 

попрежнему не равны нулю на основании уравнений системы. 

Аргументы р.1 + 1, />ч+2, •••,ра, соотв. рч + 1, р.1+2, ...,р8_1,рп, 

входящие в коэффициенты уравнений (78) и (78'), принадлежат 
к числу остающихся произвольными. Отсюда вытекает, что 

• ("*гН Ь ^ " 0 ' 
где 

/ = 5 + 1 т, к = 1, 2, . . . , V, 
/ = V —{— 1, . . ., 5 И Л И / = У-}-1, . . ., 5 1, п 

и следует равенство нулю соответственных производных от функ
ций Фу, что и требовалось установить. 

Доказанное расширяет наши возможности при приложении 
методы Коркина. Найдя полный интеграл некоторых 5 уравне
ний (47), предполагая даже, что система (47) удовлетворяет усло
виям § 144, мы можем составлять полный интеграл системы из 
преобразованных оставшихся т — 5 уравнений, снова применяя 
методу Коркина; при этом мы можем выхватить из этой системы 
любые о уравнений, не заботясь о том, подходят ли они под усло
вия § 135 или под условия § 139 или 140. 
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